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现实 与 想象 


有 很 多 不 同 的 现实 同时 存在 着 ， 当 然 其 中 就 包括 我 们 目 己 生活 在 其 中 的 
物理 现实 。 还 有 那些 与 物理 现实 十 分 相似 的 想象 世界 ， 比 如 其 他 的 一 切 
都 与 物理 现实 完全 一 样 ， 只 是 其 中 的 我 五 年 级 的 时 候 不 再 尿 裤子 的 想象 
世界 ， 又 比如 在 公交 车 上 有 一 位 头发 乌黑 的 漂亮 姑 奶 问 我 转 过 喘 来 ， 然 
后 我 们 开始 聊天 并 最 终 险 入 爱河 的 想象 世界 。 请 相信 我 ， 有 很 多 这 样 的 
想象 世界 ， 只 是 它们 既 不 在 这 儿 ， 也 不 在 那儿 。 


我 想 谈 谈 一 个 不 同 的 地 方 ， 我 将 要 称呼 它 为 "数学 现实 ?。 在 我 的 脑海 

里 ， 一 直 有 痢 这 样 的 一 个 世界 ， 各 种 漂亮 的 形状 和 模式 四 处 味 动 ， 并 做 
独 各 种 令 人 好 奇 、 使 人 恢 诈 的 事情 ， 这 些 事情 让 我 号 心 愉悦 并 陶醉 其 

中 。 那 真是 一 个 神奇 的 地 方 ， 我 很 爱 它 ! 


事实 是 ， 物 理 现 实 是 一 场 灾难 。 它 太 复 森 了， 任何 事情 都 不 是 表面 看 上 
去 的 那样 简单 ， 其 中 的 物体 会 热 胀 冷 缩 ， 而 原子 则 会 飞 来 飞 去 。 特 别 
是 ， 没 有 任何 东西 能 够 在 真正 的 意义 上 被 上 度量。 我 们 不 知道 一 株 小 草 真 
正 的 高 度 ， 在 物理 现实 中 ， 任 何 度量 都 必然 只 能 够 是 粗略 的 近似 。 这 也 
并 不 能 够 说 坏 ， 这 只 是 物理 现实 的 性 质 。 最 小 的 微粒 也 不 是 一 个 点 ， 最 
细 的 金属 丝 也 不 能 说 是 一 条 直线 。 


另 一 方面 ， 数 学 现实 则 是 想象 的 。 它 可 以 像 我 想 的 那样 简单 精致 ， 同 时 
我 能 够 拥有 那些 我 在 现实 生活 中 不 可 能 拥有 的 美好 事物 。 虽 然 我 的 手 里 
永远 不 可 能 握 着 一 个 真正 的 圆 ， 但 在 我 的 头脑 中 却 可 以 装 一 个 这 样 的 
圆 ， 而 且 我 可 以 度量 它 。 数 学 现实 是 我 目 己 创造 的 一 个 美丽 仙境 ， 我 可 
以 探索 它 、 思 考 它 ， 也 可 以 和 朋友 们 讨论 它 。 

由 于 各 种 各 样 的 原因 ， 人 们 纷纷 对 物理 现实 产生 了 浓厚 的 兴趣 。 天 文学 
家 、 生 物 学 家 、 化 学 家 以 及 其 他 学 科 的 科学 家 们 都 答 试 着 去 探索 它 的 工 
作 原 理 ， 并 试图 向 我 们 插 述 它 。 


在 这 本 书 中 ， 我 想 要 描述 的 是 数学 现实 。 找 出 模式 ， 找 出 隐藏 在 其 背后 
的 工作 原理 ， 这 惑 是 包括 我 在 内 的 数学 家 们 努力 去 做 的 事情 。 


关键 是 ， 我 同时 拥有 物理 现实 和 数学 现实 ， 饭 们 都 很 洒 之 、 有 趣 (当然 
































也 不 免 有 些 吓 人 ) 。 物 理 现 实 很 重要 是 因为 我 就 生活 在 其 中 ， 数 学 现实 
很 重要 则 是 因为 它 已 然 是 我 生命 的 一 部 分 。 在 生活 中 ， 我 同时 拥有 这 两 
个 美好 的 事物 ， 杀 爱 的 读者 ， 你 也 和 我 一 样 。 


在 本 书 中 ， 我 们 将 会 设计 模式 ， 找 到 形状 和 运动 的 模式 ， 然 后 我 们 试 着 
去 理解 这 些 模式 并 对 它们 进行 度量 。 我 确信 我 们 将 会 看 见 美好 的 事物 。 


但 是 杀 爱 的 读者 ， 我 也 不 想 对 你 们 撤资 ， 这 同时 也 是 一 项 非常 艰 知 的 工 
作 。 数 学 现实 就 像 是 一 片 无 朝 的 丛林 ， 其 中 充满 了 无 数 迷 人 的 奥秘 ， 但 
它 绝 不 会 轻易 吐露 其 中 的 秘密 。 让 我 们 做 好 奋斗 的 准备 吧 ， 无 论 是 智力 
方面 ， 还 是 创造 力 方 面 。 事 实 上 ， 我 不 知道 还 有 哪 一 项 人 类 活动 对 想象 
力 、 洞 察 力 以 及 创造 力 有 如 此 高 的 要 求 。 不 过 ， 无 论 怎样 ， 我 都 要 做 这 
件 事 ， 因 为 我 情不自禁 要 这 样 做 。 一 旦 你 走 进 这 片 从 林 ， 你 就 再 也 不 能 
够 真正 地 离开 ， 它 会 让 你 魂 牵 梦 纸 、 流 连 瑟 返 。 


因此 ， 我 诚挚 地 邀请 你 踏 上 这 段 神奇 的 旅程 ! 同时 ， 我 也 很 希望 你 能 够 
热爱 这 片 丛 林 ， 并 被 它 的 魅力 所 征服 。 在 这 本 书 中 ， 我 会 答 试 者 去 描述 
我 对 数学 的 感觉， 并 同 你 展示 一 些 最 漂亮 、 最 激动 人 心 的 发 现 。 请 不 要 
期 望 书 中 有 任何 注解 、 参 考 文献 或 者 类 似 的 学 术 性 的 内 容 。 本 书 属于 个 
人 化 的 写作 ， 我 希望 我 能 够 用 平日 易 信 同时 不 乏 趣味 的 方式 来 传达 这 些 
深 选 而 迷人 的 思想 。 


同时 ， 我 也 期 望 这 一 过 程 是 平缓 的 。 我 不 会 把 你 当 作 和 孩子 而 不 让 你 接受 
真理 的 洗礼 ， 也 不 会 因为 旅途 艰难 而 癌 你 道歉 。 领 会 一 种 新 的 思想 需要 
化 费 儿 个 小 时 甚至 几 天 ， 这 一 点 也 不 奇怪 ， 要 知道 最 开始 的 时 候 人 们 为 
了 领会 它 甚 至 花 了 几 个 世纪 ! 


我 将 假定 你 喜欢 美好 的 事物 ， 并 且 很 想 学习 它 们 。 在 阅读 的 旅程 中 ， 你 
唯一 需要 的 只 有 常识 和 天 生 的 好 奇 心 。 因 此 ， 请 保持 轻松 。 艺 术 是 用 来 
欣 先 的， 而 本 书 束 是 一 本 关于 艺术 的 书 。 数 学 并 不 是 一 次 比赛 或 者 苋 
赛 ， 而 是 你 在 与 自己 的 想象 力 玩 页。 愿 你 有 一 段 美 好 的 阅读 时 交 ! 





























论 数 学 问题 


数学 问题 是 什么 ? 对 数学 家 来 说 ， 一 个 问题 就 是 一 次 探索 ， 就 是 对 数学 
现实 的 一 次 测试 ， 看 看 它 会 有 怎样 的 性 质 。 用 我 们 通常 的 话 来 说 ， 残 
是“ 用 树 校 搬 一 下 ?， 然 后 看 看 会 发 生 什 么 。 面 对 茶 部 分 未 知 的 数学 现实 
〈 它 可 以 是 形状 的 构成 ， 也 可 以 是 数字 的 模式 ， 或 者 随便 别 的 什么 ) ， 
我 们 想 知 道 它 是 怎样 运作 的 以 及 它 为 什么 这 样 运 作 。 因 此 ， 我 们 “ 捅 ” 它 
一 下 ， 不 过 并 不 是 用 手 或 者 树 权 ， 而 是 要 用 我 们 的 头脑 。 


我 们 来 看 一 个 例子 ， 比 如 说 你 正 拿 着 三 角形 在 玩 ， 并 将 它们 藤 切 成 新 的 
小 三 角形 ， 碰 巧 有 了 如 下 图 所 示 的 这 个 发 现 。 




















当 你 一 一 连接 三 角形 的 三 个 顶点 与 其 对 边 的 中 点 时 ， 你 发 现 这 三 条 线 似 
乎 都 相交 于 一 点 。 于 是 你 又 试 了 很 多 不 同形 状 的 三 角形 ， 然 而 ， 似 乎 这 
三 条 线 还 是 会 相交 于 一 点 。 现 在 ， 你 发 现 了 一 个 秘密 。 不 过 让 我 们 认真 
想 一 想 ， 这 个 秘密 到 底 是 什么 呢 ? 它 与 你 所 夯 的 图 无 天 ， 也 与 纸 上 正 在 
发 生 的 事情 无 天 。 用 铅笔 在 纸 上 男 出 来 的 三 角形 是 人 否 也 会 这 样 相交 ， 是 
一 个 天 于 物理 现实 的 科学 问题 。 比 方 说 ， 如 果 你 画 的 时 候 很 粗心 ， 这 些 
直线 可 能 就 不 会 相交 于 一 点。 我 想 你 也 可 以 画 得 特别 仔细 认真 ， 夯 完 后 
放 在 显微镜 下 ， 不 过 即使 这 样 ， 你 也 只 是 对 石 四 和 纸 纤 维 有 了 更 多 的 了 
解 ， 而 不 是 对 三 角形 。 


这 里 ， 真 正 的 秘密 是 关于 三 角形 的 ， 不 过 这 个 三 角形 实在 太 完 美 了 ， 只 
能 够 存在 于 想象 的 数学 现实 中 。 而 这 里 的 问题 则 是 ， 这 三 条 同样 完美 的 
直线 是 否 真 的 会 相交 于 一 点 。 铅 笔 和 显微镜 现在 都 帮 不 了 你 的 忙 。 在 
这 本 书 中 ， 我 会 一 直 强 调 数 学 现实 与 物理 现实 之 间 的 区 别 ， 有 可 能 会 到 











你 厌烦 的 程度 。) 那么 我 们 要 怎样 处 理 这 个 问题 呢 ? 我 们 真 的 能 够 了 解 
这 样 的 想象 出 来 的 对 象 吗 ? 这 样 的 知识 又 会 是 什么 样 的 形式 呢 ? 


在 考察 所 有 这 些 问 题 之 前 ， 让 我 们 先 特 时 庆祝 一 下 我 们 提出 了 这 个 问 
题 ， 并 欣 芝 一 看 这 里 所 说 的 数学 现实 的 性 质 。 
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这 里 ， 我 们 遇 到 的 是 一 个 隐藏 很 深 的 秘密 。 很 明显 ， 肯 定 有 东 种 潜在 的 
(目前 对 我 们 来 说 还 是 未 知 的 ) 结构 间 的 相互 作用 使 这 三 条 线 相交 于 一 
点 ， 这 使 我 党 得 有 些 不 可 思议 ， 同 时 也 有 些 吓 人 。 三 角形 会 知道 哪些 我 
们 所 不 知道 的 呢 ? 有 时， 想到 所 有 美丽 而 深刻 的 真理 束 在 那儿 等 看 我 们 
去 发 现 、 去 将 它们 彼此 联系 起 来 ， 我 束 会 感到 不 安 。 


那么 ， 这 里 这 个 秘密 到 懈 是 什么 呢 ? 秘 密 束 是 事情 为 什么 会 这 样 ， 三 角 
形 为 什么 愿意 做 这 样 一 件 事情 呢 ? 毕 葛 ， 如 果 你 随机 地 扔 下 三 根 树 术 0， 
通常 它们 并 不 会 相交 于 一 点 ， 而 是 会 两 两 相交 于 三 个 点 ， 并 由 此 在 三 角 
形 的 中 间 形 成 一 个 小 三 角形 。 难 道 这 不 正 是 我 们 所 期 望 发 生 的 吗 ? 








我 们 寻求 的 其 实 是 一 个 解释 。 当 然 ， 之 所 以 解释 没有 出 现 ， 一 个 可 能 的 
原因 是 这 个 认识 本 来 就 是 错误 的 。 也 许 我 们 是 被 自己 一 厢 情 愿 的 想法 或 
者 拙劣 的 图 男 其 又 了 。 在 物理 现实 中 有 很 多 事情 都 是 似是而非 的 ， 因 

此 ， 很 有 可 能 只 是 我 们 没有 看 见 这 个 由 这 三 条 线 交 叉 形 成 的 小 三 角形 而 
己 。 也 许 它 太 小 了 ， 隐 藏 在 污点 与 铅笔 痕 之 间 ， 所 以 我 们 看 不 见 。 不 过 
话说 回来 ， 也 有 可 能 这 三 条 线 真 的 相交 于 一 点 ， 这 个 论断 具有 数学 家 和 硕 




















望 在 规律 喘 上 看 到 的 许多 特质 : 自然 、 优 美 、 简 洁 以 及 菜 种 必然 性 。 因 
此 ， 它 很 有 可 能 是 真 的 。 但 问题 是 ， 原 因 古 什么 呢 ? 


这 正 是 技术 派 上 用 场 的 地 方 。 为 了 给 出 解释 ， 我 们 必须 要 创造 一 些 东 
西 。 也 就 是 说 ， 我 们 必须 要 构造 出 论证 ， 即 可 以 解释 为 什么 这 种 现象 会 
发 生 的 推理 过 程 ， 从 而 满足 我 们 的 好 奇 心 。 这 是 一 个 相当 艰巨 的 任务 。 
首先 ， 画 出 或 者 构造 出 一 系列 的 物理 三 角形 ， 然 后 观察 是 否 几 乎 所 有 的 
这 些 三 角形 都 会 这 样 ， 这 对 于 我 们 的 目的 来 说 并 不 足够 ， 这 并 不 是 解 
释 ， 而 更 像 是 “大 概 的 验证 >。 而 我 们 遇 到 的 问题 则 是 更 严肃 的 理论 问 


匮 。 


如 果 不 知道 这 三 条 直线 为 什么 会 相交 于 同一 点 ， 我 们 又 怎么 会 知道 它们 
确实 会 相交 于 同一 点 昵 ? 与 物理 现实 相反 ， 在 数学 现实 中 ， 我 们 并 不 能 
够 观察 到 什么 。 对 于 纯粹 想象 的 世界 ， 我 们 怎么 能 够 知道 些 什么 呢 ? 这 
里 的 关键 是 ， 什 么 是 真 的 并 不 那么 重要 ， 重 要 的 是 为 什么 它 是 真 的 。 只 
有 知道 了 原因 ， 我 们 才 知 道 什 么 是 真 的 。 


这 里 我 并 没有 想 要 低估 我 们 通 间 的 感觉 的 作用 ， 丝 坚 没 有 这 个 意思 。 相 
反 ， 我 们 迫切 地 需要 那些 有 助 于 我 们 发 挥 直觉 和 想象 力 的 东西 ， 包 括 图 
画 、 模 型 、 电 影 以 及 其 他 任何 我 们 可 以 获得 的 东西 。 只 是 我 们 必须 要 知 
道 ， 最 终 所 有 这 些 东西 都 不 是 真正 的 对 话 主题 ， 也 不 能 够 告诉 我 们 关于 
数学 现实 的 真相 。 


因此 ， 实 际 上 我 们 现在 正 处 于 困境 之 中 。 我 们 发 现 了 一 个 漂亮 的 事实 ， 
和 
够 喜欢 。 


这 样 的 事情 做 起 来 会 特别 难 吗 ? 是 的 ， 的 确 如 此 。 那 么 有 没有 什么 好 的 
诀 罕 或 者 方法 可 以 遵循 呢 ? 遗憾 的 是 ， 疫 有 。 这 征 抽象 的 艺术 ， 纯 粹 而 
简单 ， 既然 是 艺术 ， 总 是 需要 人 们 付出 努力 的 。 我 们 都 知道 ， 漆 腕 、 
内 涵 的 绘画 或 者 雕塑 作品 的 创作 并 不 存在 什么 系统 的 方法 ;优美 、 有 意 
义 的 数学 证 明 的 产生 也 同样 如 此 ， 并 没有 什么 规律 可 循 。 真 是 很 抱歉 。 
而 且 数 学 还 可 以 说 是 其 中 最 困难 的 ， 不 过 这 也 正 古 我 热爱 它 的 理由 之 















































办 此， 我 并 不 能 告诉 你 要 怎么 做 ， 也 不 会 手把手 地 教 你 或 者 在 书 的 后 面 
给 出 一 些 提示 与 解答 。 如 果 你 想 在 心里 画 一 幅 画 ， 那 么 画布 的 背面 是 不 
会 有 “ 画 的 答案 的。 如 果 你 正在 解 一 道 题 并 陷入 舌 思 买 想 之 中 ， 那 么 欢 


迎 你 加 入 我 们 的 俱乐部 ， 数 学 家 也 同样 不 知道 要 怎样 求解 他 们 的 问题 。 
如 果 我 们 知道 了 ， 那 么 这 些 问题 也 区 不 再 是 问题 了 。 我 们 总 是 在 未 知 的 
边缘 上 工作 ， 也 总 是 会 被 困 住 ， 直 到 有 一 天 我 们 有 了 突破 。 我 希望 你 也 
能 够 取得 不 少 的 突破 ， 这 真是 一 种 难以 置信 的 感觉 ! 不 过 研究 数学 并 没 
有 什么 特殊 的 捷径 ， 我 们 所 能 够 做 的 只 是 勤 于 思考 ， 并 而 望 在 东 个 时 刻 


灵感 能 够 降临 。 


当然 ， 我 也 不 会 直接 把 你 拖 入 这 片 从 林 ， 然 后 将 你 一 个 人 留 在 那儿 。 不 
过 ， 你 依然 需要 充分 友 挥 你 自己 的 智慧 和 好 奇 心 ， 因 为 这 些 束 相当 于 你 
进入 从 林 时 所 携带 的 水 志和 弯 刀 。 或 许 ， 我 可 以 向 你 提供 一 些 一 般 性 的 
建议 ， 作 为 你 进入 这 片 从 林 后 的 指南 针 。 


第 一 个 建议 是 ， 你 自己 的 问题 永远 是 最 好 的 问题 。 作 为 勇敢 的 智力 探索 
者 ， 思 想 是 你 的 ， 探 险 是 你 的 。 数 学 现实 也 是 你 的 ， 它 就 存在 于 你 的 头 
脑 中 ， 你 可 以 在 任何 你 想 的 时 候 探索 它 。 那 么 ， 你 都 有 哪些 问题 呢 ? 你 
又 想 去 哪儿 探索 呢 ? 我 想 提出 一 些 问题 供 你 思考 ， 不 过 这 些 仅仅 是 我 播 
下 的 种 子 ， 以 帮助 你 培育 出 自己 的 数学 从 林 。 不 要 害怕 你 回答 不 了 自己 
的 问题 ， 对 于 数学 家 来 说 这 是 很 自然 的 状态 。 此 外 ， 试 着 同时 思考 五 到 
六 个 问题 ， 紧 抱 着 一 个 问题 苦 思 和 冥想 而 没有 丝毫 进展 ， 就 像 是 一 直 在 用 
头 撞 同 一 面 墙 ， 这 是 非常 令 人 溪 形 的 。 (如 果 有 五 六 面 可 供 选择 的 墙 则 
要 好 得 多 ! ) 说 实在 的 ， 思 考 一 个 问题 一 段 时 间 后 休息 一 会 ， 似 乎 总 是 
会 对 我 们 有 所 帮助 。 


还 有 一 个 很 重要 的 建议 ， 那 就 是 合作 。 如 果 你 有 一 个 朋友 也 愿意 研究 数 
学 ， 那 么 你 们 可 以 一 起 ， 并 相互 分 享 其 中 的 辟 悦 与 挫折 ， 这 与 共同 演 卖 
首 乐 很 像 。 有 了 时候， 我 会 花 六 到 八 个 小 时 与 朋友 共同 研究 一 个 问题 ， 即 
使 我 们 几乎 没有 取得 任何 进展 ， 能 够 盆 傻 地 竺 在 一 起 我 们 还 是 很 高 兴 。 


那 就 让 困难 的 问题 来 吧 ! 尽量 不 要 气 饭 或 者 太 把 你 的 失败 放 在 心 上 ， 因 
为 并 不 只 有 你 在 理解 数学 现实 时 会 遇 到 困难 ， 我 们 大 家 都 会 这 样 。 同 

时 ， 也 不 用 担心 你 没有 经 验 或 者 觉得 你 没有 “资格 >”， 能 够 使 一 个 人 成 为 
数学 家 的 并 不 是 专门 的 技术 和 渊博 的 知识 ， 而 是 永 不 满足 的 好 奇 心 和 对 
简单 美的 痢 望 与 退 求 。 做 你 自己 吧 ， 去 你 想 去 的 地 方 吧 ! 也 不 要 害怕 失 
败 和 混乱 ， 要 大 胆 地 去 尝试 ， 去 拥抱 数学 所 有 的 惊奇 和 和 神秘， 并 快乐 地 
将 问题 弄 得 一 塌 糊 涂 。 是 的 ， 你 的 想法 可 能 并 不 会 起 什么 作用 ， 你 的 直 
觉 也 可 能 是 错误 的 。 不 过 这 都 没有 关系 ， 我 们 依然 欢迎 你 加 入 数学 俱 乐 
部 。 每 天 我 都 会 有 很 多 错误 的 想法 ， 其 他 的 数学 家 也 不 例外 。 





























现在 ， 我 知道 你 正在 想 什 么 前面 我 们 对 美和 艺术 以 及 创造 过 程 的 艰辛 
进行 了 大 量 粗略 的 、 当 漫 的 讨论 ， 这 些 痢 很 不 错 ， 然 而 ， 我 到 底 要 怎样 
做 呢 ? 我 还 从 来 没有 进行 过 任何 数学 证 明 ， 难 着 你 就 不 能 给 我 更 多 的 提 
示 ， 好 让 我 能 够 继续 走 下 去 吗 ? 


让 我 们 回 到 前 面 所 说 的 三 角形 和 三 条 直线 相交 的 问题 。 我 们 怎样 才能 够 
形成 论证 呢 ? 或 许 ， 我 们 可 以 从 观察 对 称 的 三 角形 开始 。 


这 种 类 型 的 三 角形 ， 通 常 也 称 之 为 等 边 三 角形 (equilateral， 拉 丁 语 “ 边 
相等 ”的 意思 ) 。 我 知道 ， 这 样 的 三 角形 非常 的 特殊 ， 不 具有 典型 性 。 

但 这 里 我 们 的 想法 是 : 如 果 在 这 种 特殊 的 情况 下 ， 我 们 能 够 设法 解释 为 
什么 这 三 条 直线 会 相交 于 一 点 ， 这 或 许可 以 为 我 们 处 理 更 一 般 的 三 角形 
提供 一 些 有 用 的 线索 。 当 然 ， 也 有 可 能 这 种 方法 并 不 能 派 上 什么 用 场 。 
世事 难 料 ， 我 们 只 能 够 这 样 不 断 地 去 尝试 、 去 探索 ， 数 学 家 们 则 喜欢 称 
之 为 “ 搞 研 究 ”。 


无 论 如 何 ， 我 们 部 必 须要 有 一 个 切入 点 。 在 这 种 特殊 的 情况 下 弄 清楚 茶 
些 问 题 至 少 要 相对 容易 一 些 ， 我 们 的 优势 则 是 这 个 三 角形 特别 的 对 称 

性 。 千 万 不 要 忽视 了 对 称 性 ! 在 很 多 情况 下 ， 它 都 是 我 们 所 拥有 的 最 强 
有 力 的 数学 工具 。《〈 将 它 放 进 你 的 背包 里 ， 与 水 亚 和 这 刀 放 在 一 起 。 ) 


这 里 ， 对 称 性 可 以 使 我 们 得 出 这 样 的 结论 ， 即 发 生 在 三 角形 任意 一 条 边 
上 的 事情 也 会 发 生 在 另外 一 条 边 上 。 换 种 方式 说 就 是 ， 如 果 我 们 将 三 角 
形 治 对 称 轴 翻 转 180 度 ， 那 么 三 角形 看 起 来 还 是 会 和 原来 完全 一 样 。 














特别 地 ， 三 角形 左右 两 条 边 的 中 点 则 会 相互 交换 位 置 ， 同 时 连接 它们 到 
相对 顶点 的 两 条 直线 也 会 相互 交换 位 置 。 
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不 过 这 也 意味 看 ， 这 两 条 直线 的 交 扣 不 会 位 于 对 称 轴 的 任何 一 侧 ; 否则 
的 话 ， 妆 我 们 将 三 角形 翻转 180 度 时 ， 这 个 交 扣 束 会 移动 到 为 外 一 侧 。 
如 果 出 现 这 种 情况 的 话 ， 我 们 就 能 够 说 这 个 三 角形 翻 过 来 了 。 











因此 ， 这 个 交 操 事实 上 必然 位 于 这 条 对 称 轴 上 。 很 明显 ， 第 三 条 和 直线 
《连接 最 上 面 的 顶点 与 底 边 中 点 的 直线 ) 就 是 对 称 轴 本 身 ， 所 以 这 就 是 
为 什么 这 三 条 直线 会 相交 于 一 点 。 难 道 这 不 是 一 个 很 好 的 解释 吗 ? 


这 就 是 数学 论证 的 一 个 示例 ， 此 外 和 它 也 被 称 为 证 明 。 一 个 证 明 就 是 一 个 
故事 ， 问 题 的 要 素 扮 演 其 中 的 角色 ， 而 故事 的 情节 则 完全 取决 于 你 。 与 
任何 虚构 文学 作品 一 样 ， 我 们 的 目标 是 写 出 一 个 叙事 引人入胜 的 故事 。 
就 数学 来 说 ， 这 意味 看 情节 不 仅 要 合乎 逻辑 ， 同 时 也 要 简单 优美 ， 没 有 
人 会 喜欢 曲折 、 复 杂 的 证 明 。 军 无 疑问 ， 我 们 需要 章 从 理性 前 进 ， 但 同 
时 我 们 也 想 被 证 明 的 魅力 和 美 征服 。 一 句 话 ， 证 明 既 要 漂亮 ， 也 要 符合 
逻辑 ， 两 者 缺 一 不 可 。 


这 让 我 想到 了 男 外 一 条 建议 :改进 你 的 证 明 。 虽 然 你 已 经 给 出 了 解释 ， 
但 这 并 不 意味 着 它 就 是 最 佳 的 解释 。 你 能 够 减少 其 中 不 必要 有 的 混乱 或 复 
杂 之 处 吗 ? 你 能 够 找到 一 种 完全 不 同 但 却 能 让 你 更 加 深入 地 理解 问题 的 
证 明 方法 吗 ? 证 明 ,， 证 明 ， 继 续 证 明 ， 对 于 研究 数学 的 人 来 说 ， 这 融 是 
通常 所 说 的 “ 拳 不 离 手 ， 曲 不 离 口 >。 画家 、 雕 塑 家 以 及 诗人 也 是 这 样 。 


比如 说 我 们 刚才 的 证 明 ， 虽 然 逻 辑 清 晰 简单 ， 但 却 显 得 有 些 主观 。 尺 管 
我 们 基本 上 是 在 用 对 称 性 证 明 ， 但 是 我 们 给 出 的 证 明 却 有 让 人 感觉 不 对 
称 的 地 方 〈 至 少 对 我 来 说 是 如 此 ) 。 具 体 来 说 ， 我 们 的 证 明 似 乎 偏 同 其 
中 的 一 个 项 点。 虽然 说 选 定 一 个 顶点 并 以 经 过 这 个 顶点 的 直线 作为 对 称 
轴 并 没有 什么 不 屎 ， 不 过 既然 我 们 的 三 角形 是 完全 对 称 的 三 角形 ， 我 们 
似乎 不 必 做 出 这 种 主观 的 选择 。 


其 实 ， 除 了 镜像 对 称 之 外 ， 我 们 也 可 以 利用 这 个 三 角形 的 为 外 一 个 性 
质 ， 即 旋转 对 称 。 也 束 是 说 ， 如 果 我 们 将 这 个 三 角形 绕 着 一 个 点 旋转 三 
分 之 一 个 周 角 ， 那 么 它 看 起 来 还 和 原来 一 样 。 这 就 意味 着 ， 这 个 三 角形 
必然 有 一 个 中 心 反 。 




















现在 ， 我 们 沿 着 三 条 对 称 轴 中 的 任意 一 条 翻转 这 个 三 角形 (并 没有 偏 问 
任何 一 个 顶点) ， 三 角形 都 不 会 发 生变 化 ， 因 此 它 的 中 心 点 必然 固定 不 
动 。 这 说 明 ， 这 个 中 心 点 位 于 所 有 三 条 对 称 轴 上 。 所 以 这 就 是 这 三 条 直 
线 相交 于 一 点 的 原因 。 


这 里 ， 我 并 不 是 想 说 ， 与 前 面 的 证 明 相 比 ， 这 个 证 明 更 好 或 者 完全 不 
同 。 (事实 上 ， 还 有 很 多 其 他 的 证 明 方 法 。) 我 想 说 的 是 ， 用 两 种 以 上 
的 方法 求解 一 个 问题 ， 可 以 使 我 们 对 这 个 问题 有 更 深 的 理解 和 领悟 。 特 
别 地 ， 第 二 个 证 明 不 仅 告诉 我 们 这 三 条 直线 相交 于 一 点 ， 而 且 告诉 了 我 
们 这 一 点 的 位 置 ， 即 三 角形 的 旋转 中 心 。 不 过 我 很 好 奇 ， 这 一 点 到 奈 在 
哪儿 呢 ? 具 体 地 说 ， 等 边 三 角形 的 中 心 离 顶 点 会 有 多 远 呢 ? 


这 本 书 中 ,会 有 很 多 这 样 的 问题 出 现 。 要 想 成 为 一 个 数学 家 ， 我 们 工作 
的 一 部 分 就 是 要 学 会 提出 这 样 的 问题 ， 用 探索 的 扮 杖 四 处 寻找 那些 未 被 
发 现 的 、 令 人 兴奋 的 真理 。 本 书 中 ， 我 所 想到 的 问题 与 疑问 都 会 用 楷体 
来 表示 。 这 样 ， 如 果 你 愿意 的 话 ， 你 残 可 以 思考 并 研究 它们 ， 同 时 希望 
它们 能 够 帮助 你 想 出 你 自己 的 问题 。 下 面 是 我 给 你 的 第 一 个 问题 : 


等 边 三 角形 的 中 心 在 哪儿 ? 


现在 我 们 继续 回 到 最 开始 的 问题 ， 可 以 看 到 我 们 几乎 没有 取得 任何 进 
展 。 对 于 等 边 三 角形 ， 我 们 可 以 解释 为 什么 它 的 三 条 中 线 会 相交 于 一 点 
了 ， 但 是 我 们 的 证 明 是 如 此 地 依赖 对 称 性 ， 很 难看 出 这 样 的 证 明 对 更 一 
般 的 情形 能 够 有 什么 帮助 。 事 实 上 ， 我 想 ， 我 们 的 第 一 个 证 明 也 适用 于 
两 条 边 相 等 的 三 角形 。 




















其 原因 是 ， 这 种 类 型 的 三 角形 ， 即 通常 所 称 的 等 腰 三 角形 ， 也 有 一 条 对 
称 轴 。 这 是 一 个 很 好 的 一 般 化 的 例子 ， 即 使 一 个 问题 或 者 论证 能 够 在 更 
大 的 范围 内 有 意义 。 不 过 对 于 一 般 的 不 对 称 的 三 角形 ， 我 们 的 证 明显 然 
不 能 够 成 立 。 

这 使 得 我 们 处 于 数学 家 们 再 熟悉 不 过 的 境地 ， 即 通 钊 所 说 的 被 困 住 了 。 
我 们 需要 有 一 种 新 的 想法 ， 最 好 是 不 那么 依赖 对 称 性 的 想法 。 所 以 下 面 
我 们 回 到 绘图 板 ， 看 看 能 否 获 得 一 些 新 的 灵感 。 





我 们 还 能 够 做 些 什么 别 的 事情 来 处 理 这 些 角色 吗 ? 这 里 ， 我 们 的 角色 是 
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我 们 来 看 这 样 一 个 想法 : 如 果 我 们 连接 这 三 个 中 点 ， 会 怎么 样 呢 ?会 有 
什么 有 趣 的 事情 发 生 吗 ? 作为 数学 家 ， 你 必须 要 做 这 样 的 事情 ， 即 不 断 
地 尝试 。 它 们 会 起 作用 吗 ? 它们 会 带 来 有 用 的 信息 吗 ? 通 音 情况 下 ， 答 
案 都 是 不 会 。 但 你 不 能 只 是 坐 在 那儿 ， 采 铸 某 个 形状 或 者 数字 ;你 需要 
去 尝试 ， 答 试 所 有 可 能 的 事情 。 随 着 你 做 的 数学 研 完 越 来 越 多 ， 你 的 直 
觉 和 本 能 反应 会 越 来 越 敏 锐 ， 你 的 想法 也 会 越 来 越 成 熟 。 那 么 我 们 怎么 
知道 去 尝试 哪 一 个 想法 呢 ? 事实 是 我 们 并 不 知道 ， 只 能 够 依靠 猜测 。 有 
经 验 的 数学 家 都 对 结构 很 敏感 ， 因 此 他 们 的 猜测 很 有 可 能 就 是 正确 的 ， 
不 过 即使 是 他 们 也 仍然 需要 猜测 。 所 以 ， 我 们 不 妨 也 猜测 一 下 。 


重要 的 是 ， 和 干 万 不 要 害怕 ， 所 以 我 们 可 以 尽管 答 斌 一些 很 闷 狂 的 想法 ， 
即使 错 了 也 没有 什么 太 大 的 关系 。 这 样 一 来 ， 我 们 就 能 够 与 前 贤 为 伴 
了 ! 阿 基 米 德 ， 局 斯 ， 你 以 及 我 ， 我 们 部 在 摸索 着 穿越 数学 现实 的 道 
路 ， 都 想 要 理解 其 中 正在 发 生 的 事情 。 因 此 ， 我 们 一 直 不 停 地 猜测 ， 不 
停 地 答 试 新 的 想法 ， 绝 大 多 数 时 候 也 在 不 售 地 经 历 失 败 。 当 然 ， 倘 尔 ， 
我 们 也 会 成 功 。〔 如 果 你 是 阿 基 米 德 或 者 高 斯 的 话 ， 你 成 功 的 次 数 或 许 
会 更 多 一 些 。) 解 开 千古 之 谜 的 信念 ， 则 是 我 们 一 次 又 一 次 返回 数学 从 
林 并 从 头 开 始 的 动力 。 


所 以 ， 我 们 可 以 设想 你 一 直 在 尝试 不 同 的 想法 ， 然 后 有 一 天 你 想到 了 可 
以 试 试 连接 三 角形 三 条 边 的 中 点 。 











你 注意 到 什么 了 吗 ? 是 的 ， 我 们 将 原始 的 三 角形 切 分 成 了 四 个 小 的 三 角 
形 。 在 三 角形 对 称 的 情况 下 ， 这 些小 三 角形 很 明显 是 相同 的 。 那 么 一 般 
情况 下 呢 ? 











这 些小 三 角形 还 是 相同 的 吗 ? 事实 上 ， 其 中 的 三 个 看 起 来 似乎 就 是 原始 
的 三 角形 缩小 后 的 样子 〈 各 条 边 都 是 原来 一 半 的 长 度 ) 。 这 是 真 的 吗 ? 
中 间 的 那个 小 三 角形 又 是 什么 情况 呢 ? 它 也 与 其 他 的 小 三 角形 相同 ， 差 
别 只 是 它 颠 倒 过 来 了 吗 ? 这 里 我 们 到 底 会 有 什么 意外 的 发 现 呢 ? 


我 们 意外 地 发 现 了 一 丝 的 真理 、 模 式 和 美 ， 这 就 是 我 们 的 有 发现。 也 许 它 
会 导致 一 些 我 们 完全 没有 预料 到 的 事情 发 生 ， 而 这 些 事情 也 很 有 可 能 与 
我 们 最 开始 的 问题 完全 无 关 。 所 以 ， 不 妨 就 让 它 这 样 吧 。 我 们 所 讨论 的 
三 条 中 线 相 区 的 问题 并 没有 什么 神圣 的 ， 它 与 其 他 任何 问题 一 样 。 如 果 
你 对 一 个 问题 的 思考 把 你 带 到 另外 一 个 问题 上 ， 那 么 恭喜 你 ， 你 干 得 不 
错 ! 现在 ， 你 有 两 个 需要 研究 的 问题 了 。 我 的 建议 是 : 保持 头脑 灵活 开 
放 。 让 你 的 问题 带 着 你 走 。 要 是 你 在 丛林 里 遇 到 了 一 条 河 ， 那 就 治 着 河 
尾 继 续 走 。 














这 四 个 小 三 角形 都 是 相同 的 吗 ? 


现在 ,我们 假设 它 是 正确 的 。 顺 便 提 一 句 ， 这 完全 古 一 件 很 好 的 、 值 得 
做 的 事情 。 数 学 家 总 是 会 做 出 各 种 假设 ， 然 后 看 一 看 会 发 生 什么 〈 古 和 希 
腊 人 甚至 有 一 个 专门 的 词 ， 他 们 称 之 为 分 析 ) 。 事 实 上， 人 类 已 经 发 现 
了 成 干 上 万 个 很 明显 的 数学 真理 ， 并 且 相 信 它 们 都 是 正确 的 。 然 而 ， 到 
目前 为 止 我 们 还 无 法 给 出 证 明 ， 并 把 它们 称 为 猜想 。 所 谓 猪 想 ， 就 是 那 
些 你 认为 是 正确 的 关于 数学 现实 的 表述 (通常 你 也 能 够 举 出 一 些 例子 文 
持 它 ， 因 此 猜想 是 合理 的 、 有 根据 的 猜测 ) 。 我 希望 ， 在 读 这 本 书 以 及 

















研究 数学 时 ， 你 会 发 现 目 己 一 直 在 提出 各 种 各 样 的 猜想 。 或 许 ， 你 甚至 
可 以 证 明 你 的 茶 些 猜想 ， 给 出 证 明之 后 ， 你 就 可 以 称 它 们 为 定理 。 


假设 我 们 关于 这 四 个 小 三 角形 是 相同 的 猜想 是 正确 的 〈 当 然 ， 我 们 还 想 
要 非常 好 的 证 明 ) ， 下 面 的 问题 就 是 ， 它 可 以 帮助 我 们 解决 原来 的 问题 
吗 ? 也 许可 以 ， 也 许 不 可 以 ， 你 需要 具体 地 看 一 看 你 能 够 从 中 推导 出 什 


A 


实际 上 ， 一 旦 踏 上 从 事 数 学 研究 之 路 ， 就 意味 着 你 在 进行 有 目的 的 玩 
要， 你 会 进行 观察 并 且 会 有 一 些 发 现 ， 然 后 你 会 构造 一 些 例子 (以 及 一 
些 反 例 ) ， 再 形成 猜想 ， 节 后 还 有 最 难 的 一 步 ， 也 就 是 证 明 这 些 猜 想 。 
我 希望 ， 你 能 够 发 现 这 项 工作 有 趣 、 迷 人 、 充 满 挑 战 ， 而 且 十 分 有 益 。 


办 此， 我 将 把 三 角形 的 三 条 中 线 相交 的 问题 留 给 能 干 的 你 。 


这 让 我 想起 了 我 给 你 的 下 一 条 建议 : 评论 你 的 工作 。 你 不 仅 需要 对 自己 
的 论证 进行 严格 的 自我 批评 ， 同 时 也 要 将 它 交 给 他 人 进行 严格 的 批评 。 
所 有 的 艺术 家 都 会 这 样 做 ， 数 学 家 则 更 加 严格 。 正 如 前 面 我 所 说 的 ， 一 
个 完全 合格 的 数学 证 明 ， 必 须要 经 得 起 以 下 两 种 完全 不 同类 型 的 批评 : 
作为 理性 的 论证 ， 它 必须 合乎 逻辑 、 令 人 信服 ;同时 还 要 优美 ， 富 于 启 
发 性 ， 能 够 给 人 情感 上 的 满足 。 我 知道 ， 这 样 的 标准 有 些 苛刻 ， 很 难 达 
到 。 对 此 ， 我 很 遗憾 ， 不 过 这 正 是 艺术 的 本 质 要 求 。 


然而 ， 美 学 的 评论 显然 是 相当 个 人 化 的 ， 它 们 会 随 着 时 间 和 地 点 的 改变 
而 改变 。 发 生 在 数学 上 的 美学 的 变化 并 不 比 其 他 人 类 活动 上 的 要 少 : 一 
千年 前 甚至 一 百年 前 人 们 认为 是 很 漂亮 的 证 明 ， 或 许 在 今天 看 来 就 既 演 
抽 ， 也 谈 不 上 优美 。《 例 如 古典 的 和 希腊 数学 ， 如 条 用 现代 的 眼光 去 看 ， 
就 会 发 现 其 中 有 很 多 内 容 相当 糟糕 。) 


对 于 这 一 点 ， 我 的 建议 是 ， 不 用 为 自己 达 不 到 茶 个 不 切实 际 的 高 的 审美 
标准 而 担忧 。 如 果 你 对 自己 的 证 明 满 意 〈 大 部 分 人 都 会 为 自己 来 之 不 易 
的 创造 而 感到 自豪 )， 那 就 说 明 它 还 不 错 ; 如 果 你 在 某 些 方面 对 它 并 不 
满意 〈 我 们 大 家 都 会 这 样 ) ， 那 就 说 明 你 还 可 以 做 得 更 好 。 随 着 经 验 的 
识 累 ， 你 的 品位 也 会 逐渐 地 成 长 提高 ， 或 许 你 会 发 现 你 不 再 满意 之 前 的 
某 些 证 明 。 事 情 本 来 就 应 该 如 此 。 


我 想 ， 这 一 建议 同样 也 适用 于 逻辑 合理 性 。 随 着 你 做 的 数学 研究 越 来 越 
多 ， 你 也 会 变 得 越 来 越 聪 明 。 同 时 ， 你 的 逻辑 推理 过 程 也 会 越 来 越 严 

谨 ， 你 甚至 会 慢 慢 培养 出 数学 的 “ 腊 子 ”， 你 会 学 会 怀疑 ， 也 会 意识 到 有 
些 重要 的 细节 被 忽略 了 。 如 此 种 种 ， 我 们 都 乐 见 其 成 。 


现在 ， 还 有 这 样 一些 有 些 令 人 讨厌 的 数学 家 ， 他 们 见不得 我 们 任何 时 候 
做 出 错误 的 论述 。 不 过 ， 我 不 是 他 们 中 的 一 员 ， 我 相信 任何 伟大 艺术 的 
产生 过 程 都 会 或 多 或 少 地 存在 着 混乱 与 错误 。 因 此 ， 你 在 数学 领域 的 第 















































一 篇 文章 很 有 可 能 充满 了 逻辑 错误 。 你 相信 有 些 事情 是 正确 的 ， 不 过 实 
际 上 它们 却 不 是 ， 这 样 一 来 ， 你 的 推理 就 会 有 缺陷 ， 然 而 你 却 急 于 得 出 
结论 。 不 过 ， 这 也 没什么 ， 就 按照 你 自己 的 思路 来 吧 ， 因 为 你 唯一 需要 
满足 的 融 是 你 目 己 。 请 相信 我 ， 你 会 自己 发 现 推理 过 程 中 的 很 多 错误 。 
很 有 可 能 ,早晨 你 还 自 认 为 是 一 个 天 才 ， 到 了 中 午 ， 你 就 会 日 曙 是 一 个 
帮 材 了 。 这 样 的 事情 ， 我 们 都 曾经 历 过 。 


部 分 原因 是 ， 我 们 太 过 于 关注 想法 的 简单 和 尝 赏 ， 以 至 于 当 我 们 真 的 产 
生 了 一 个 永亮 的 想法 时 ， 我 们 太 愿 意 相 信 它 了 。 我 们 是 如 此 地 和 希望 它 是 
正确 的 ， 以 至 于 我 们 没有 对 它 进 行 应 有 的 审查 。 这 就 是 数学 中 的 “深海 
的 眩晕 ?， 淤 水 员 看 见 了 如 此 漂亮 的 景色 以 至 于 他 们 瑟 记 了 换 气 。 在 数 
学 中 ， 远 辑 就 是 我 们 的 空气 ， 呼 吸 则 需要 依靠 续 密 的 推理 ， 所 以 千 万 不 
要 在 记 了 呼吸 ! 


你 和 有 经 验 的 数学 家 之 间 的 真正 区 别 是 ， 他 们 见 过 更 多 的 可 以 目 我 欺骗 
的 方法 ， 所 以 他 们 会 有 更 多 的 疑惑 ， 并 因此 而 坚持 更 高 标准 的 逻辑 严密 
性 。 同 时 ， 他 们 也 喜欢 唱 唱 反 调 ， 提 出 一 些 质 疑 。 


当 我 在 研究 菏 个 猜想 时 ， 我 也 忌 是 会 考虑 它 会 不 会 是 错误 的 。 有 时 我 会 
证 明 自 己 的 想法 ， 有 了 时 我 则 会 反 驶 自己 的 想法 ， 即 去 证 明 我 自己 是 错误 
的 。 侦 尔 ， 我 还 会 找 出 一 个 反例 ， 它 表明 我 的 确 被 误 寻 了 ， 因 此 我 需要 
修正 或 者 放弃 我 的 狂想。 还 有 一 些 时 候 ， 我 构造 反例 的 意图 总 是 会 遇 到 
一 些 阻碍 ， 这 些 阻碍 后 来 则 成 为 了 我 最 终 证 明 的 关键 。 关 键 是 要 保持 开 
放 的 头脑 ， 不 要 让 你 的 期 望 和 愿望 干扰 你 对 真理 的 奶 求 。 


当然 ， 与 我 和 我 的 数学 家 同行 们 最 终 都 会 坚持 最 严格 的 迎 辑 续 密 标准 一 
样 ， 我 们 也 能 够 凭借 经 验 知道 什么 时 候 一 个 证 明 的 “气味 正确 ”;， 显然 ， 
我 们 也 可 以 给 出 必要 的 细节 ， 如 果 我 们 想 这 样 做 的 话 。 真 实 的 情况 是 ， 
数学 是 一 种 人 类 乔 力 活动 ， 既 然 是 人 ， 犯 一 些 错误 也 是 在 所 难免 的 。 伟 
大 的 数学 家 都 曾 “ 证 明 ” 过 无 重 之 谈 ， 何 况 你 我 这 些 普通 的 人 。 (这 是 为 
外 一 个 与 他 人 合作 的 很 好 的 理由 ， 他 们 会 对 证 明 中 你 忽略 的 地 方 提 出 异 
Ws 


重要 的 是 ， 我 们 需要 走 入 数学 现实 ， 去 探索 发 现 并 至 受 这 样 的 过 程 。 不 
用 担心 ， 你 对 逻辑 续 密 性 的 要 求 会 随 着 你 的 经 验 的 增长 而 相应 地 提 融 。 


所 以 ， 继 续 你 的 数学 探索 之 旅 吧 ! 同时 ， 以 你 自己 的 理性 与 审美 要 求 为 
准则 。 它 能 使 你 感到 高 兴 吗 ?如 果 是 的 话 ， 那 很 不 错 ! 还 有 ， 你 想 成 为 























一 个 备 受 折 磨 却 不 言 放弃 的 艺术 家 吗 ? 如 果 还 是 的 话 ， 那 就 更 好 了 ! 欢 
迎 你 进入 数学 的 从 林 ! 
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分 ”大 小 和 形状 
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下 图 是 一 个 漂亮 的 图 采 。 





下 面 我 来 告诉 你 ， 为 什么 我 觉得 这 样 的 图 案 是 如 此 地 引 人 注 目 。 首 先 ， 
它 包 会 三 种 我 最 喜欢 的 形状 。 


我 之 所 以 喜欢 这 几 种 形状 ， 是 因为 它们 简单 、 对 称 。 像 这 样 的 由 直线 组 
成 的 形状 补 称 为 多 边 形 〈polygon， 和 希腊 语 “ 多 个 角 ” 的 意思 ) 。 而 每 条 
边 等 长 、 每 个 角 相 等 的 多 边 形 ， 我 们 则 称 之 为 正 多 边 形 。 因 此 ， 实 际 上 
我 是 在 说 ， 我 喜欢 正 多 边 形 。 


该 图 采 男 一 个 令 人 心动 的 原因 是 ， 它 的 各 个 组 成 部 分 是 如 此 严 丝 合 颖 地 
组 合 在 一 起 。 各 个 次 砖 之 间 既 没有 任何 颖 际 我 愿意 将 它们 想象 为 马赛 
克 中 的 癣 砖 〉， 也 不 相互 重 对 。 侍 少 ， 这 个 图 案 看 起 来 是 这 样 的 。 请 记 
住 ， 我 们 真正 在 讨论 的 是 完美 的 、 想 象 的 形状 。 不 能 仅仅 因为 图 片 看 上 








去 很 和 真 ， 我 们 就 认为 那 是 真实 在 发 生 的 情形 。 图 片 ， 无 论 我 们 怎样 精 
心地 制作 ， 总 还 是 物理 现实 的 一 部 分 ; 它们 是 不 太 可 能 向 我 们 说 明 想 象 
外 数 生 对 象 的 本 原 的 。 形 状 有 其 目 喘 的 规律 ， 而 个 会 因 我 们 的 意 忘 而 转 
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因此 ， 我 们 怎样 才能 够 确定 这 些 多 边 形 真 的 能 够 组 合 得 如 此 严 丝 合 缝 ? 
就 这 方面 而 言 ， 我 们 怎样 才能 够 对 这 些 多 边 形 有 一 些 了 解 ? 重点 是 ， 我 
们 需要 对 它们 进行 度量 ， 并 不 是 使 用 诸如 直 尺 、 量 角 絮 之 类 的 笨拙 的 现 
实 工具 ， 而 是 使 用 我 们 的 头脑 。 我 们 需要 找到 一 种 仅仅 使 用 思辩 的 论证 
就 能 度量 这 些 形状 的 方法 。 


不 知道 你 有 没有 注意 到 ? 其 实在 这 样 的 情况 下 ， 我 们 需要 度量 的 只 有 角 
度 。 为 了 确定 如 上 文 所 述 的 马赛 区 岁 案 能 个 组 合 得 严 丝 合 缝 ， 我 们 需要 
确保 在 每 一 个 次 砖 相交 的 顶点 ， 所 有 多 边 形 围绕 该 点 的 角 相 加 之 和 刚好 
等 于 一 个 周 角 。 比 如 ， 平 营 的 正方 形 网 砖 之 所 以 能 够 铺 满 地 面 ， 是 因为 
站 
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顺便 提 一 下 ， 度 量 角 时 我 更 倾 问 于 使 用 该 角 占 完整 周 角 的 比例 ， 而 不 是 
使 用 角度 。 对 我 来 说 ， 与 武断 地 将 一 个 圆周 分 成 360 度 相 比 ， 这 样 做 更 
简 羊 、 蝎 卓然 。 (当然 ， 如 果 你 豆 欢 的 话 ， 你 也 可 以 选择 使 用 角度 。) 


因此 ， 我 将 采用 这 样 的 表述 ， 一 个 正方 形 的 每 个 角 均 为 4〈 个 周 角 ) 。 


关于 角度 ， 人 们 最 和 完 发 现 的 令 人 慰 奇 的 事实 之 一 是 ， 对 于 任何 三 角形 ， 
无 论 其 形状 如 何 ， 它 的 三 个 角 之 和 总 是 相等 的 ， 即 半 个 周 角 【如果 你 一 





通俗 的 话 ， 那 就 是 180 度 ) 。 


人 


为 了 获得 直观 的 认识 ， 也 许 你 想 要 制作 一 些 纸 质 三 ue 
角 。 当 你 将 一 个 三 角形 的 三 个 角 拼 在 一 起 时 ， 它 们 总 是 会 形成 一 
线 。 多 么 奇妙 的 发 现 ! 但 是 ， 我 们 如 何 才能 真正 地 知道 这 是 下 而 的 哆 ， 


一 种 证 明 方法 是 ， 将 三 角形 看 作 被 夹 在 两 条 平行 线 之 间 。 





请 留意 这 两 条 直线 怎样 和 三 角形 的 边 形 成 了 Z 字 形 。 我 猜想 也 许 你 会 
将 右边 的 形状 称 为 反 Z 字 ， 但 实际 上 ， 这 并 不 重要 。) 关于 Z 字 形 ， 我 
们 知道 ， 它 的 上 下 两 个 角 总 是 相等 的 。 





这 是 因为 Z 字 形 是 对 称 的 ， 即 如 果 你 将 Z 字 形 绕 着 它 的 中 点 旋转 半 个 周 
角 ， 则 Z 字 形 看 起 来 还 和 原来 一 模 一 样 。 这 意味 着 Z 字 形 上 面 的 朋 和 下 
面 的 角 必然 相等 。 这 样 能 够 说 得 通 吗 ?这 是 一 个 使 用 对 称 性 来 论证 的 典 
型 示例 。 在 某 些 特定 移动 下 形状 保持 不 变 ， 访 性质 让 我 们 可 以 推 师 出 两 
个 或 更 多 的 度量 值 必然 相等 。 


让 我 们 回 过 头 来 再 看 看 三 角形 “三 明治 ?， 可 以 看 到 三 角形 下 方 的 每 个 角 
都 对 应 着 上 方 一 个 相等 的 角 。 





这 说 明 三 角形 的 三 个 角 在 上 方 拼 在 一 起 成 了 一 条 直线 ， 因 此 三 个 角 相 加 
之 和 等 于 半 个 周 角 。 多 么 令 人 愉悦 的 数学 推理 呀 ! 

这 就 是 数学 研究 的 含义 。 做 出 一 个 发 现 〈 无 论 通过 什么 方式 ， 包 括 摆 乔 
诸如 纸 、 细 绳 和 橡皮 筋 之 类 的 物理 模型 ，， 然 后 尽 可 能 用 最 简单 、 最 优 
美的 方法 来 解释 它 。 这 就 是 数学 研究 的 艺术 ， 也 是 数学 研究 为 何如 此 有 
挑战 性 和 有 趣 的 原因 。 


这 个 发 现 的 一 个 推论 是 ， 如 采 一 个 三 角形 套 等 边 的 《 即 堪 三 角形 》， 则 


它 的 三 个 角 相等 ， 且 每 个 角 必然 等 于 6。 理 解 这 个 推论 的 男 一 种 方法 
是 ， 设 想 沿 着 三 角形 的 三 条 边 行 驶 。 


在 税 了 三 个 相同 的 本 后 我 们 文 加 到 了 起 所 。 由 于 结束 时 我 们 转 了 一 个 完 


整 的 周 角 ， 因 此 每 次 转弯 必然 恰好 等 于 3。 不 过 需要 注意 的 是 ， 实 际 上 
每 次 转弯 的 角度 是 三 角形 的 外 角 。 


( 


CA 


由 于 三 角形 的 内 角 和 外 角 加 在 一 起 形成 了 半 个 周 角 ， 所 以 内 角 必 然 等 于 





~ 


特别 地 ， 六 个 这 样 的 等 边 三 角形 刚好 铺 满 一 个 周 角 。 


颇 ， 巡 刚好 构成 了 一 个 正六 边 形 ! 作为 二 个 意外 收获 ， 我 们 得 出 正六 过 


形 的 每 个 角 必 然 是 正三 角形 每 个 角 的 两 倍 ， 也 就 是 3。 这 表明 三 个 正六 
边 形 恰好 能 够 铺 满 一 个 周 角 。 





因此 ， 通 过 推理 获取 关于 这 些 形状 的 知识 终究 还 是 可 能 的 。 特 别 地 ， 现 
人 
原因 。 


3) 


在 该 马赛 元 图 案 的 每 一 个 交点 ， 我 们 有 一 个 正六 边 形 、 两 个 正方 形 和 一 
个 正三 角形 。 将 围绕 交点 的 四 个 角 相 加 有 下 陈 成 立 : 





因此 该 图 案 恰 好 能 够 铺 满 一 个 周 角 ! 


(顺便 说 一 句 ， 要 是 你 不 习惯 使 用 分 数 来 进行 数学 运算 ， 你 总 是 可 以 通 
过 改变 计量 单位 来 避免 使 用 分 数 。 例 如 ， 要 是 你 喜欢 ， 我 们 可 以 将 度量 
角度 的 单位 定 为 周 角 的 十 二 分 之 一 ， 这 样 正 六 边 形 的 角 就 会 是 简单 的 整 
数 4， 正 方形 的 角 会 是 3， 而 正三 角形 的 角 则 是 2。 于 是 ， 四 个 角 相 加 ， 
其 和 为 4+3+3+2=12， 也 就 是 一 个 周 角 。 ) 


这 个 马赛 元 图案 是 如 此 对 称 ， 这 让 我 格外 喜欢 。 在 每 一 个 区 氮 的 周围 都 
围绕 着 完 全 相同 的 形状 序列 : 正六 边 形 、 正 方形 、 正 三 角形 和 正方 形 。 
这 表明 一 旦 确认 这 四 个 角 在 一 个 交点 周围 恰好 严 丝 合 颖 地 形成 一 个 周 

角 ， 我 们 就 可 以 不 假 思索 地 得 出 它们 在 所 有 的 交点 均 能 够 严 丝 合 颖 地 办 
兰 。 注 意 到 该 马赛 克 图 案 可 以 无 限 重复 ， 因 此 它 可 以 履 兰 整个 平面 。 这 
使 得 我 进一步 想 知 启 ， 在 数 等 现 实 中 ， 是 硅 还 三 在 其 他 党 完 的 马 讲 克 图 


不 


用 正 多 边 形 来 设计 对 称 的 马赛 苑 图案 ， 都 有 哪些 不 同 的 方案 ， 使 得 平 
面 恰好 被 正 多 边 形 履 盖 ? 


很 目 然 地 ， 我 们 需要 知道 不 同 的 正 多 边 形 每 个 内 角 的 上 度数。 现在， 你 能 
够 想 出 怎样 来 计算 它们 吗 ? 

















正 n 边 形 的 每 个 内 角 的 度数 是 多 少 ? 


你 能 够 算出 正 n 角 星 的 每 个 角 的 度数 吗 ? 


从 正 多 边 形 的 一 个 顶点 癌 其 余 不 相 邻 的 点 国 对 角 线 ， 所 形成 的 各 个 角 


是 否 总 是 相等 ? 


里 然 我 们 正在 讨论 由 正 多 边 形 组 成 的 漂 腕 图 采 ， 不 过 现在 我 还 是 想 要 问 
你 介绍 一 下 另外 一 个 我 最 喜爱 的 形状 。 








这 一 次 我 们 见 到 的 是 正方 形 和 正三 角形 ， 不 同 的 是 ， 不 再 平 放 在 平面 
上 ， 而 是 组 成 了 一 种 类 似 球 的 形状 。 我 们 将 这 类 物体 称 为 多 面体 
(polyhedron， 项 腊 语 “许多 面 ”的 意思 ) 。 干 百年 来 ， 人 们 一 直 在 摆弄 
和 研究 它们 。 一 种 思考 多 面体 的 方法 是 ， 设 想 将 该 多 面体 展开 并 将 它 平 
0 
下 的 形状 : 


在 这 里 ， 围 绕 着 一 个 项 点 有 两 个 正方 形 和 两 个 正三 角形 ， 但 它们 之 间 有 
一 个 缺口 ， 因 此 能 够 折合 成 一 个 球 。 所 以 ， 对 于 多 面体 ， 围 绕 一 个 顶点 
的 所 有 的 角 相 加 之 和 必须 小 于 一 个 周 角 。 

如 果 所 有 的 角 相 加 之 和 大 于 一 个 周 角 ， 又 会 有 什么 情况 发 生 ? 


多 面体 与 平面 马赛 克 的 吃 一 个 不 同 之 处 是 ， 多 面体 只 包含 数量 有 限 的 次 

















砖 。 昌 然 多 面体 也 可 以 不 断 重 复 《〈 在 某 种 意义 上 ) ， 但 是 它 不 会 无 限 地 
延伸 满 整 个 空间 。 目 然 ， 我 对 这 样 的 多 面体 也 很 好 奇 。 


所 有 的 对 称 多 面体 有 哪些 ? 


换 句 话说 ， 用 正 多 边 形 组 成 正 多 面体 ， 使 得 组 成 后 的 多 面体 上 围绕 每 个 
i 3 
尔 能 够 做 到 吗 ? 


显然 ， 最 对 称 的 多 面体 是 那些 所 有 的 面部 相 同 的 多 面体 ， 比 如 正 立 方 
体 。 这 些 最 对 称 的 多 面体 被 称 为 正 多 面体 。 早 在 古代 ， 人 们 就 已 发 现 只 
是 也 吕 是 所 谓 的 相 拉 图 多 面体 ) 。 你 能 够 找 出 所 有 五 种 
到 吗 ? 


正 多 面体 有 哪 五 种 ? 


2 


什么 是 度量 ? 在 度量 某 个 物体 的 时 候 ， 我 们 到 底 是 在 做 什么 ? 我 想 它 是 
这 样 的 ， 其 实 我 们 正在 进行 比较 ， 比 较 我 们 正在 度量 的 物体 和 用 来 度量 
的 物体 。 换 句 话说 ， 上 度量 是 相对 的 。 我 们 所 做 的 任何 上 度量， 无 论 是 真实 
的 还 是 假想 的 ， 都 必然 取决 于 我 们 所 选 定 的 计量 单位 。 在 日 常生 活 中 ， 
我 们 每 天 都 需要 与 这 些 选 定 的 单位 打交道 一 一 一 勺 糖 、 一 吨 煤 、 一 客车 
条 不 一 而 足 。 


现在 的 问题 是 ， 对 于 虚拟 的 数学 现实 ， 我 们 需要 什么 样 的 计量 单位 ? 比 
如 ， 我 们 准备 怎样 去 度量 下 面 两 根 树 校 的 长 度 ? 











为 了 论证 的 方便 ， 让 我 们 假定 第 一 根 树枝 的 长 度 刚 好 是 第 二 根 树枝 长 度 
的 两 售 。 它 们 的 具体 长 上 度 是 几 身 寸 或 儿 厘 米 ， 这 真 的 很 重要 吗 ? 我 当然 
不 想 让 我 那 美 丽 的 数学 现实 从 属于 诸如 此 类 的 世俗 和 武断 的 事物 。 对 我 
而 言 ， 比 例 〈 本 例 中 为 2:1) 才 是 最 重要 的 。 也 惑 是 说， 我 将 会 使 用 树 
校 之 间 的 相对 比例 来 度量 它们 的 长 度 。 


一 种 考虑 它 的 方法 是 ， 我 们 直接 不 使 用 任何 计量 单位 ， 而 只 使 用 比例 。 
由 于 度量 长 度 时 没有 哪个 单位 是 自然 的 选择 ， 因 此 我 们 没有 单位 。 所 以 
每 根 树 校 刚好 和 上 自己 的 长 度 相等 ， 但 第 一 根 是 第 二 根 长 度 的 两 倍 。 


另 一 种 思考 方法 是 ， 既 然 单位 并 不 重要 ， 我 们 将 选择 任何 使 用 方便 的 单 
人 位。 例如， 我 可 以 将 第 二 根 树 校 选择 作为 蛙 位 或 标尺 ， 这 样 束 可 以 很 好 
地 测 出 长 度 ， 第 一 根本 入 则 长 度 为 2， 而 第 一 根 酝 校 的 长 度 则 为 1。 我 也 


可 以 很 容易 地 声称 它们 的 长 度 分 别 是 4 和 2，6 和 3， 以 及 1 和 2。 这 并 不 重 
要 。 当 制作 形状 、 图 案 并 进行 度量 时 ， 我 们 可 以 选择 任何 我 们 想 要 的 计 
量 单位 ， 不 过 需要 记 住 一 点 ， 其 实 我 们 真正 在 度量 的 只 是 一 个 比例 。 


我 想 正方 形 的 周 长 的 度量 可 以 作为 一 个 简单 的 示例 。 如 果 我 们 选 定 正方 
形 的 边 长 作为 计量 单位 (有 什么 理由 不 这 样 做 呢 ?) ， 那 么 很 明显 它 的 
周 长 是 4。 对 所 有 正方 形 而 言 ，4 的 真正 意义 是 ， 周 长 正好 是 边 长 的 四 


倍 。 




















计量 单位 的 职责 和 比例 的 概念 相关 。 如 果 我 们 拿 起 某 个 形状 并 将 它 按 某 
个 倍数 放大 ， 比 如 两 倍 ， 然 后 在 这 个 放大 后 的 形状 上 我 们 所 进行 的 所 有 
CO 








我 们 将 放大 《或 缩小 ) 的 过 程 称 为 等 比例 缩放 。 所 以 第 二 个 形状 是 将 第 
一 个 形状 按 两 倍 的 比例 放大 后 得 到 的 。 或 者 ， 如 果 我 们 喜欢 的 话 ， 也 可 
以 说 第 一 个 形状 是 第 二 个 形状 按 一 半 的 比例 缩小 后 得 到 的 。 

两 个 由 比例 关联 起 来 的 形状 ， 我 们 称 之 为 相似 。 这 里 我 其 实 想 说 ， 如 果 
两 个 形状 相似 ， 且 两 者 以 一 定 缩放 比例 相关 ， 那 么 两 者 所 有 对 应 边 的 长 
度 都 会 以 同样 的 比例 相关 。 和 人们 一 般 称 这 样 的 形状 “成 比例 *”。 请 注意 按 
比例 缩放 不 会 对 角度 造成 任何 影响 ， 形 状 仍旧 相同 ， 改 变 的 只 是 大 小 。 

如 果 两 个 三 角形 的 各 个 角 都 相等 ， 那 么 它们 必然 相似 吗 ? 


如 果 是 四 边 形 ， 情 况 又 会 怎样 ? 





请 证 明 ， 奋 将 一 个 直角 三 角形 切 分 成 两 个 小 直角 三 角形 ， 则 这 两 个 小 





直角 三 角形 必然 和 原来 的 直角 三 角形 相似 。 


不 使 用 武断 的 单位 、 总 是 选择 度量 相对 比例 的 好 处 是 ， 这 样 做 可 以 使 得 
我 们 所 有 的 问题 与 大 小 无 关 。 对 我 而 言 ， 这 是 最 简洁 、 最 美观 的 方法 。 
人 们 将 形状 装 在 各 上 自 的 大 脑 中 ， 在 这 样 的 情形 下 ， 我 真 的 没有 看 出 还 有 
任何 其 他 选择 的 余地 。 难 道 在 你 头脑 中 的 圆 要 比 我 头脑 中 的 圆 大 或 者 

小 ?这 个 问题 有 任何 意义 吗 ? 


在 可 以 开始 着 手 度量 某 个 事物 之 前 ， 我 们 首先 需要 弄 清楚 我 们 正在 讨论 
的 到 底 是 什么 东西 。 


设想 我 有 一 个 正方 形 。 


























我 马上 想到 ， 关 于 正方 形 ， 我 知道 它 的 一 些 性 质 ， 比 如 正方 形 的 四 条 边 
都 相等 。 诸 如 此 类 的 信息 ， 事 实 是 ， 它 既 不 是 一 个 真正 的 发 现 ， 也 不 需 
要 做 任何 解释 或 者 证 明 。 它 只 是 我 所 说 的 “正方 形 * 这 个 词 所 包含 的 一 部 
分 含义 。 当 你 建立 或 者 定义 一 个 数学 对 象 时 ， 该 对 象 总 是 承载 着 它 目 己 
的 构造 私 图 一 一 那些 使 它 得 以 标识 目 己 并 区 别 于 其 他 对 象 的 最 重要 的 特 
征 。 通 党 ， 数 学 家 所 提 的 问题 具有 如 下 的 形式 ;如果 我 要 求 这 样 这 样 

做 ， 我 还 能 得 出 什么 别 的 结论 吗 ? 比 如， 如 果 我 要 求 一 个 四 边 形 的 四 条 
边 相 等 ， 那 么 它 必然 是 一 个 正方 形 吗 ? 很 明显 ， 答 案 是 否定 的 。 




















这 样 的 四 边 形 也 有 可 能 是 各 边 相 等 的 钻石 形状 ， 一 般 称 之 为 麦 形 
Crhombus， 和 希腊 语 “ 旋 转 陀 螺 ” 的 意思 ) 。 换 名 话说， 四 条 边 相 等 的 性 
质 包含 了 更 多 的 意义 空间 。 因 此 ， 你 总 要 留心 的 一 件 事 是 ， 你 是 否 己 经 
给 某 一 数学 对 象 添加 了 足够 多 的 性 质 约 束 ， 好 让 你 可 以 从 中 获得 所 有 的 
信息 。 我 们 不 能 够 精确 地 度量 任意 委 形 的 角 的 上 度数， 是 因为 这 样 的 表述 
允许 帮 形 的 边 随 意 移动 ， 从 而 改变 角 的 大 小 。 我 们 需要 清楚 地 知道 ， 对 
和 
意义 的 问题 。 


对 形 的 两 组 对 边 始终 平行 吗 ? 它 的 两 条 对 角 线 是 人 否 相互 垂直 ? 


假设 我 们 要 求 萎 形 的 四 个 角 都 是 直角 。 这 必然 使 得 该 萎 形 变 成 正方 形 ， 
因为 这 正 古 正方 形 的 定义 ! 那么 ， 现 在 雄 形 的 边 还 有 移动 的 余地 吗 ? 事 
实 上 ， 的 确 还 剩 下 另外 一 个 维度 上 的 自由， 那 就 是 委 形 可 以 改变 它 的 大 
小 。《〈 当 然 ， 这 是 相对 于 我 们 正在 考 碟 的 其 他 对 象 而 言 。 如 果 我 们 只 有 
疤 形 ， 那 么 大 小 将 没有 意义 。) 


| 














好 了 ， 让 我 们 假定 选择 了 茶 一 特定 长 度 ， 并 设想 有 一 以 此 长 度 为 边 长 的 
正方 形 。 现 在 该 形状 变 唯 一 了 吗 ? 是 的 ， 答 案 是 肯定 的 。 而 且 这 可 以 导 
出 一 个 重要 的 推论 。 这 说 明 我 们 对 它 所 提出 的 任何 进一步 的 要 求 都 可 能 
无 法 被 满足 。 例 如 ， 如 果 我 们 想 要 正方 形 的 对 角 线 等 于 边 长 ， 那 就 自 认 
倒 竹 吧 。 我 们 不 会 得 到 这 样 的 正方 形 。 一 旦 我 们 给 了 一 个 形状 (或 任何 
数学 结构 充分 的 约束 ，“ 数 学 本 质 的 力量 * 束 会 控制 它 的 所 有 行为 。 当 
0 0 
言 权 。 


在 东 种 意义 上 ， 关 于 数学 现实 的 真正 问题 是 : 有 多 少 是 我 们 可 以 控制 
的 ? 勾 有 多 少 是 我 们 可 以 要 求 的 ? 在 它 如 我 们 手中 的 玻璃 雕塑 粉碎 之 
前 ， 我 们 可 以 同时 提出 多 少 要 求 ? 数学 现实 又 有 怎样 的 韧性 ? 又 会 怎样 
宽容 和 顺从 ? 我 们 可 以 将 它 推 癌 哪里 ? 又 是 在 哪里 我 们 不 得 不 无 功 而 


返 ? 























两 组 对 边 平 行 的 四 边 形 被 称 为 平行 四 边 形 《如 一 个 倾 笠 的 盒子 ) 。 平 
行 四 边 形 的 两 组 对 角 必 然 相 等 吗 ? 


请 证 明 对 角 线 相等 的 平行 四 边 形 必然 是 一 个 矩形 。 
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两 个 同样 形状 〈 即 相似 ) 的 物体 很 容易 比较 ， 大 的 物体 大 一 些 ， 小 的 物 
体 小 一 些 。 当 我 们 比较 不 同形 状 的 物体 时 ， 事 情 变 得 有 趣 起 来 。 比 如 ， 
下 图 中 哪个 形状 更 大 ?这 里 的 更 大 实际 上 又 是 什么 意思 呢 ? 


SS 


一 种 思路 是 比较 这 两 个 形状 所 占 空间 的 大 小 。 这 样 的 度量， 我 们 通常 称 
之 为 面积 。 和 任何 度量 一 样 ， 并 没有 绝对 的 面积 ， 有 的 只 是 相对 的 面 
只 。 度 量 单位 的 选择 可 以 是 任意 的 。 比 如 ， 我 们 可 以 任意 选择 一 个 形 
状 ， 并 称 它 所 占 的 空间 大 小 为 “一 单位 的 面积 ”， 然 后 根据 它 便 可 以 度量 
所 有 其 他 的 面积 。 


此 外 ， 一 旦 我 们 对 单位 长 度 做 出 了 选择 ， 单 位 面积 也 就 有 了 一 个 自然 的 
(也 是 惯常 的 ) 选择 ， 那 就 是 以 单位 长 度 为 边 长 的 正方 形 所 占 的 空间 大 


小 。 











因此 ， 面 积 的 度量 通常 归结 为 这 样 一 个 问题 ， 与 单位 正方 形 相 比 ， 所 求 
的 形状 占据 了 多 少 空间 ? 


治 着 三 角形 的 一 个 项 点 到 对 边 中 点 的 连 线 即 中 线 ， 将 三 角形 分 成 两 
半 ， 请 问 该 中 线 是 否 平 分 三 角形 的 面积 ? 


有 些 面 积 度量 起 来 相当 地 容易 。 例 如 ,假定 有 一 个 长 为 5 宽 为 3 的 矩形 。 








显而易见 ， 我 们 可 以 将 该 窍 形 切 分 成 十 五 个 相同 的 小 块 ， 其 中 的 每 一 小 
块 都 是 一 个 单位 正方 形 。 因 此 ， 该 矩形 的 面积 是 15。 也 就 是 说 ， 该 窍 形 
所 占据 的 空间 大 小 刚好 是 单位 正方 形 的 15 倍 。 一 般 来 说 ， 如 果 和 矩形 的 边 
长 刚好 是 整数 ， 比 如 说 m 和 n， 则 其 面积 为 边 长 的 乘积 ， 即 mn。 我 们 只 
需要 数 一 下 单位 正方 形 的 个 数 ， 共 m 行 ， 且 每 行 有 n 个 单位 正方 形 。 


但 是 ， 如 果 边 长 不 古 刚 好 为 整数 ， 叉 该 怎么 办 ?如 末 不 能 将 矩形 恰好 切 
分 成 单位 正方 形 ， 我 们 又 该 如 何 度量 它 的 面积 ? 


下 图 是 两 个 高 度 相 等 的 矩形 。 
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我 更 愿意 认为 第 二 个 矩形 是 通过 将 第 一 个 拉 长 得 到 的 。 它 们 的 面积 比 等 
于 它们 的 长 度 比 ， 这 一 点 是 否 很 明显 ? 在 菜 一 个 方向 上 的 拉 伸 ， 我 们 称 
之 为 拉 伸 变换 。 这 里 我 们 表达 的 是 ， 如 果 一 个 沧 形 以 茶 一 特定 的 系数 拉 
伸 ， 则 其 面积 等 于 原来 的 面积 乘 以 该 拉 伸 系数 。 


特别 地 ， 我 们 可 以 认为 ， 边 长 分 别 为 a 和 上 b 的 矩形 ， 是 通过 单位 正方 形 
的 两 次 拉 伸 变换 得 到 的 ， 在 一 个 方 回 上 的 拉 伸 系 数 为 a， 在 男 一 个 方 癌 
上 的 拉 伸 系数 为 b。 这 说 明 单 位 正方 形 的 面积 会 先 乘 以 ao， 然后 再 乘 以 

a， 即 乘 以 ob。 因此 ， 一 个 矩形 的 面积 刚好 是 其 边 长 的 乘积 ， 而 边 长 是 
个 刚好 为 整数 则 并 不 重要 。 


那么 三 角形 的 面积 呢 ? 我 最 喜欢 这 样 来 考虑 它 ， 那 就 是 设想 有 一 个 窍 形 
的 盒子 将 三 角形 围 在 其 中 。 结 果 表 明 ， 三 角形 的 面积 总 是 包含 它 的 矩形 
面积 的 一 半 。 你 看 出 了 其 中 的 原因 吗 ? 




















为 什么 三 角形 的 面积 刚好 是 包含 它 的 矩形 的 一 半 ? 
当 我 们 水 平地 移动 三 角形 的 上 顶点 时 ， 其 面积 会 友 生 什么 变化 ? 
如 果 上 顶点 越过 窍 形 的 边 ， 即 在 边 的 延长 线 上 ， 情 况 又 会 怎样 ? 


请 证 明 ， 如 果 连 接任 意 一 个 四 边 形 四 条 边 的 中 点 ， 则 所 形成 的 必然 是 


一 个 平行 四 边 形 ， 并 求 它 的 面积 。 


是 合 可 以 将 任意 一 个 多 边 形 切 分 成 小 块 ， 且 这 些小 块 重新 组 合 可 变 成 
= EE 


当 涉 及 等 比例 缩放 时 ， 面 积 变化 的 方式 是 一 个 令 人 关注 的 特征 。 我 们 可 
以 将 等 比例 缩放 看 成 是 按 东 一 系数 进行 两 次 拉 伸 变换 后 所 得 到 的 结果 。 

假定 有 一 正方 形 ， 如 果 我 们 对 它 按 系 数 r 进行 放大 ， 则 它 的 面积 会 扩大 r 
“ 倍 。 例 如 ， 如 果 按 系数 2 对 一 个 正方 形 进行 放大 ， 则 它 的 周 长 会 加 倍 ， 

而 它 的 面积 则 会 变 成 原来 的 四 倍 。 


事实 上 ， 这 个 结论 对 任何 形状 部 是 适用 的 。 无 论 所 处 理 的 形状 是 什么 样 


的 形状 ， 等 比例 缩放 会 使 面积 扩大 为 缩放 系数 的 平方 倍 。 理 解 这 一 结论 
的 一 个 好 方法 是 ， 设 想 有 一 个 和 你 的 形状 面积 相等 的 正方 形 。 


D) 口 














按 系数 r 进行 等 比例 纵 放 后 ， 它 们 的 面积 仍然 相等 一 一 无 论 我 是 含 改变 
度量 的 直 尺 ， 两 个 形状 依然 占据 同样 大 小 的 空间 。 由 于 正方 形 的 面积 变 
成 了 原来 的 r “ 倍 ， 因 此 ， 另 一 形状 的 面积 也 必然 如 此 。 


同样 也 存在 三 维 大 小 的 问题 ， 这 通常 被 称 为 体积 。 自 然 地 ， 我 们 将 边 长 
为 单位 长 度 的 立方 体 作 为 体积 度量 的 单位 。 然 后 我 们 遇 到 的 第 一 个 问题 
就 是 ， 如 何 度 量 一 个 简单 的 三 维 盒子 的 体积 ? 

一 个 盒子 的 体积 怎样 取决 于 它 的 各 边 的 长 度 ? 


等 比例 缩放 对 体积 又 会 产生 什么 样 的 影响 ? 
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对 大 小 和 形状 的 研究 ， 我 们 称 之 为 几何 学 。 在 几何 学 的 历史 上 ， 一 个 最 
古老 、 最 有 影 啊 力 的 问题 是 ， 正 方形 对 角 线 的 长 度 是 多 少 ? 


很 明显 ， 其 实 我 们 真正 提出 的 问题 是 ， 对 角 线 和 边 长 的 比例 是 多 少 ? 为 
讨论 方便 起 见 ， 我 们 假定 正方 形 的 边 长 为 1， 并 用 d 来 表示 对 角 线 的 长 
度 。 让 我 们 来 看 看 下 面 这 个 图 条。 


LN 
NN 


四 个 单位 正方 形 组 合 在 一 起 形成 了 一 个 2x2 的 正方 形 。 请 注意 ， 它 们 的 
四 条 对 角 线 也 组 成 了 一 个 正方 形 ， 且 其 边 长 为 4。 我 们 可 以 将 它 看 成 是 
单位 正方 形 以 d 为 系数 进行 放大 后 的 结果 。 特 别 地 ， 它 的 对 角 线 长 度 必 








然 是 单位 正方 形 对 角 线 的 d 倍 ， 亦 即 其 长 度 必然 是 d“。 男 一 方面 ， 通 过 
观察 该 图 ， 我 们 能 够 得 出 该 对 角 线 的 长 度 为 2。 这 说 明 ， 无 论 d 是 多 
少 ，d ?总 是 等 于 2。 此 外 ， 注 意 到 dxdq 的 正方 形 正 好 是 其 外 面 大 正方 形 
面积 ee 半 ， 而 大 正方 形 的 面积 为 4， 这 从 另 一 个 角度 说 明 d2 = 2。 


浊 
那么 ， q 是 多 分 呢 ? 一 个 比较 接近 的 猜测 是 ，d 的 值 为 2。 但 这 是 错误 


的 ， 因 为 5“ 3 要 比 2 大 。 这 表明 4 实际 上 要 小 此 我 们 还 可 以 
办 其 他 数值 ，5 太 小 了 ， ED a 民 接 近 了 ， 但 还 不 是 完全 正 
傅 。 

接 下 来 ， 我 们 该 怎么 办 呢 ? 难 道 要 一 直 不 停 地 试验 ， 直 到 时 间 的 尽头 ? 
其 实 ， 我 们 所 寻找 的 是 一 个 能 够 满足 下 式 的 比值 


a 亿 


Ee b 


当 且 仅 当 分 子 a 的 平方 刚好 是 分 母 b 的 平方 的 两 倍 时 ， 该 式 成 立 。 换 句 
话说 ， 我 们 需要 找到 这 样 两 个 整数 a 、b， 它 们 满足 等 式 


2 Py 
a” =2 


2 











由 于 我 们 感 兴趣 的 只 是 比值 ;， 因 此 无 须 考虑 a 和 b 都 是 偶数 的 情况 〈 当 a 
和 b 都 是 偶数 时 ， 我 们 可 以 反复 约 去 公 因 子 2， 直 到 至 少 其 中 一 个 变 成 

奇数 ) 。 同 时 我 们 也 能 排除 a 是 奇数 的 可 能 : 若 假定 o 是 奇数 ， 则 a? 必 

然 也 是 奇数 ， 而 奇数 是 不 可 能 等 于 的 2 倍 的 。 


为 什么 两 个 奇数 的 乘积 始终 是 奇数 ? 





因此 ， 对 于 比值 0， 我 们 只 需 考 虑 a 是 偶数 ， 而 b 是 奇数 的 情况 。 在 这 种 
情况 下 ，a“ 不 仅 是 偶数 ， 而 且 还 是 一 个 偶数 的 两 倍 《〈 即 可 以 被 4 整 
除 ) 。 你 能 明白 为 什么 吗 ? 


为 什么 两 个 偶数 的 乘积 总 是 能 够 被 4 整除 ? 





由 于 b 是 奇数 ，b? 必 然 也 是 奇数 ， 因 此 2b* 是 一 个 奇数 的 两 倍 。 但 等 式 要 
求 a“ 和 2b* 相 等 ， 难 道 一 个 偶数 的 两 倍 可 以 等 于 一 个 奇数 的 两 倍 吗 ? 当 
然 不 可 能 ! 


但 这 又 说 明 什 么 呢 ?” 这 很 明确 地 表明 ， 并 不 存在 这 样 的 整数 a 和 pb， 使 
它们 满足 等 式 q? = 2b?。 换 句 话说 ， 即 不 存在 平方 为 2 的 分 数 。 这 说 明 ， 
对 角 线 和 边 长 的 比 d 是 不 能 够 用 任何 分 数 来 表示 的 一 一 无 论 我 们 将 单位 
长 度 切 分 成 多 少 份 ， 对 角 线 的 长 度 也 不 可 能 刚好 是 其 中 一 份 的 整数 倍 。 


这 一 发 现 使 人 们 感到 不 安 。 通 常 ， 在 思考 度量 某 个 物体 时 ， 我 们 一 般 认 
为 它 只 需要 有 限 次 地 使 用 直 尺 (其 中 也 包括 可 能 需要 将 它 切 分 成 更 短 的 
等 长 的 小 块 ) 。 然 而 ， 这 并 不 是 数学 现实 中 的 情形 。 相 反 ， 我 们 发 现存 
在 不 可 公 度 〈incommensurable) 的 几何 量 〈 比 如 正方 形 的 对 角 线 和 边 
长 ) 也 就 是 说 ， 不 能 够 同时 将 它们 表示 成 某 一 共同 单位 的 整数 倍 。 
Ps 即 所 有 的 长 度 都 可 以 表示 为 整数 的 比 

















我 们 所 发 现 的 数值 4， 被 称 作 2 的 平方 根 ， 写 作 vV2。 当 然 ， 这 实际 上 只 是 
一 个 方便 的 符号 ， 用 来 表示 “其 平方 为 2 的 数值 ”。 换 句 话 说， 对 于 V2， 
我 们 只 知道 它 的 平方 为 2。 我 们 并 不 能 说 出 这 个 值 到 底 是 多 少 (至 少 是 
不 能 够 表示 为 整数 的 比 ) ， 虽 然 我 们 可 以 粗略 地 估算 它 。 例 如 ， 

> 1.41432。 无 论 怎 样 ， 这 都 不 是 重点 。 我 们 需要 理解 的 是 它 的 本 
页 。 


看 起 来 ， 本 质 似乎 是 我 们 事实 上 并 不 能 够 度量 正方 形 的 对 角 线 。 然 而 ， 
这 并 不 是 说 对 角 线 不 存在 或 者 它 没有 长 度 。 这 个 数 就 在 那里 ， 只 是 不 能 
够 用 我 们 希望 的 方式 来 讨论 它 。 问 题 并 不 是 出 在 对 角 线 上 ， 而 是 出 在 我 
们 所 使 用 的 语言 上 。 


也 许 ， 这 就 是 我 们 为 数学 的 美 所 付出 的 代价 。 我 们 创造 了 这 个 虚拟 世界 
《只 有 在 这 里 ， 上 度量 才 是 真正 可 能 的 ) ， 现 在 我 们 必须 去 面 对 它 所 带 来 

的 问题 。 不 能 够 用 分 数 表示 的 数 ， 我 们 称 之 为 无 理 数 (irrational, “不 是 

一 个 比例 * 的 意思 〉。 它 们 很 自然 地 出 现在 几何 学 中 ， 我 们 必须 学 会 去 

I 这 就 是 我 们 所 知道 的 关 
它 的 全 部 。 














V3 是 无 理 数 吗 ? 那么 V2 + V3 呢 ? 








大 圆 的 直径 刚好 是 正方 形 边 长 的 一 半 ， 那 么 小 圆 的 直径 呢 ? 


DP LO 


这 些 圆 的 直径 各 是 多 少 ? 





D 
定形 的 对 角 线 ， 又 是 什么 样 的 情况 呢 ? 





显然 ， 它 的 长 度 取 决 于 矩形 的 两 条 边 长 ， 但 会 以 怎样 的 方式 昵 ?虽然 早 
在 四 于 多 年 前 ， 人 们 就 已 经 发 现 了 对 角 线 和 边 长 之 间 的 关系 ， 但 时 至 今 
日 ， 它 依然 令 人 惊奇 。 


请 注意 ， 对 和 角 线 怎样 将 矩形 切 分 成 了 两 个 相同 的 三 角形 。 我 们 从 中 任 取 
一 个 三 角形 ， 并 在 它 的 三 条 边 上 分 别 放置 一 个 正方 形 。 





然后 ， 我 们 会 惊奇 地 发 现 ， 大 正方 形 所 占据 的 面积 刚好 是 两 个 小 正方 形 
的 面积 之 和 。 无 论 和 窍 形 是 什么 样 的 形状 ， 以 对 角 线 为 边 长 的 正方 形 面积 
总 是 等 于 分 别 以 两 条 边 为 边 长 的 两 个 正方 形 的 面积 之 和 。 





然而 ， 到 底 是 为 什么 ， 这 个 发 现 就 是 正确 的 呢 ? 下 面 就 是 一 个 使 用 马赛 
克 图 案 的 漂亮 论证 。 


| 
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左边 的 图 案 通 过 两 个 小 正方 形 和 四 个 由 矩形 切 分 出 的 三 角形 ， 组 成 了 一 
个 更 大 的 正方 形 ;， 而 右边 的 更 大 的 正方 形 ， 则 由 大 正方 形 (以 矩形 的 对 
角 线 为 边 长 的 正方 形 ) 和 四 个 同样 的 三 角形 组 成 。 这 里 的 重点 是 ， 两 个 
更 大 的 正方 形 是 完全 相同 的 ， 它 们 的 边 长 都 等 于 矩形 的 两 条 边 长 之 和 。 
特别 地 ， 这 说 明 这 两 个 号 赛 克 图 案 的 总 面积 相等 。 现 在 ， 假 如 我 们 从 这 
两 个 图 案 中 分 别 移 除 四 个 三 角形 ， 则 剩 下 的 面积 必然 相等 。 因 此 ， 两 个 
小 正方 形 的 面积 之 和 刚好 和 大 正方 形 的 面积 相等 。 
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前 面 提 到 的 矩形 ， 令 其 边 长 分 别 为 ad 和 b， 对 角 线 为 ce， 则 以 a 为 边 长 的 
正方 形 面积 加 上 以 b 为 边 长 的 正方 形 面积 ， 等 于 以 c 为 边 长 的 正方 形 面 


只 ， 上 
+ 
这 束 是 著名 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 它 将 矩形 的 对 角 线 和 边 长 联系 了 起 来 。 


它 以 古 希 腊 哲 学 家 毕 达 哥 拉 斯 《生活 于 公元 前 500 年 左右 ) 的 名 字 命 
名 ， 虽 然 该 定理 的 发 现 要 早 得 多 ， 可 以 追 调 到 古巴 比 伦 和 证 埃及 文明 。 


举 个 例子 ， 如 果 有 一 个 1x2 的 矩形 ， 则 其 对 角 线 的 长 度 为 5。 和 前 面 的 
情况 一 样 ，v5 也 是 一 个 无 理 数 。 一 般 而 言 ， 两 条 边 都 是 整数 的 矩形 ， 其 
对 角 线 通常 部 是 无 理 数 。 这 是 因为 毕 达 哥 拉 斯 定理 涉及 的 是 对 角 线 的 平 
方 ， 而 非 对 角 线 本 有 身 。 另 一 方面 ，3x4 的 怎 形 ， 其 对 角 线 的 长 度 则 为 5， 
这 是 因为 + 二 = 于 。 你 能 够 找 出 其 他 这 样 的 矩形 吗 ? 
都 有 哪些 这 样 的 矩形 ， 其 边 长 和 对 角 线 均 是 整数 ? 

如 果 形 状 是 三 维 的 ， 情 况 又 会 怎样 ?现在 ， 我 们 问 的 是 长 方 体 ， 而 非 长 
方形 。 


长 方 体 对 角 线 的 长 度 是 怎样 取决 于 它 的 三 条 边 ? 


1 ‘~ 
年 \ = sp es \ 4 /3 
请 证 明 等 边 三 角形 的 高 度 是 其 边 长 的 2” 倍 。 
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我 想 ， 我 们 真正 地 去 度量 一 些 物体 的 时 机 到 了 。 但 在 此 之 前 ， 我 想 提出 
一 个 严肃 的 问题 。 我 们 为 什么 要 这 样 做 ? 我 们 构造 出 这 些 虚 拟 的 形状 ， 
然后 义 试 着 去 上 度量 它们 ， 这 样 做 的 意义 是 什么 ? 


首先 可 以 肯定 的 是 ， 我 们 这 样 做 并 不 是 为 了 任何 实用 的 目的 。 事 实 上 ， 
相对 于 真实 形状 而 言 ， 这 些 虚 拟 的 形状 更 加 难以 及 量 。 对 和 矩形 对 角 线 长 
度 的 度量 ， 我 们 需要 的 是 洞察 力 和 创造 力 ， 而 度量 一 张 纸 的 对 角 线 则 要 
简单 得 多 一 一 我 们 只 需要 拿 起 一 把 直 尺 。 当 我 们 这 样 做 时 ， 既 不 会 有 真 
理 ， 也 不 会 有 惊喜 ， 更 不 会 出 现任 何 的 哲学 问题 。 不 ， 我 们 不 希望 这 
样 。 接 下 来 我 们 要 处 理 的 问题 ， 在 任何 方面 都 不 会 和 现实 世界 有 丝 坚 的 
联系 。 首 先 ， 我 们 之 所 以 选择 度量 这 些 图 案 ， 是 因为 它们 床 渤 、 奇 妙 ， 
而 不 是 出 于 实用 原因 。 人 们 之 所 以 研究 数学 ， 并 不 是 因为 它 有 用 ， 而 是 
因为 它 有 趣 。 


但 是 ， 一 个 接 一 个 地 度量 为 什么 又 这 样 的 有 趣 呢 ? 谁 义 会 关心 人 菜 一 条 对 
角 线 的 长 度 刚好 是 多 少 ? 又 或 者 茶 一 虚拟 的 形状 占据 了 多 少 面积 ”这些 
数字 只 不 过 是 一 些 数字 ， 难 道 它 们 真 的 很 重要 吗 ? 


实际 上 ， 我 并 不 这 样 认为 。 一 个 度量 问题 的 重点 ， 并 不 在 度量 结果 的 本 
号， 而 在 我 们 怎样 得 出 一 个 度量 绪 采 。 正 方形 对 角 线 问题 的 答案 并 不 是 
数值 v2， 而 是 我 们 所 给 出 的 马赛 殉 图 案 。【〈 人 至 少 ， 这 是 一 个 可 能 的 答 


案 ! ) 


一 个 数字 并 不 能 算是 对 一 个 数学 问题 的 解答 ， 只 有 论证 、 证 明 才 是 。 我 
们 正 试 痢 去 创作 一 些 纯粹 理性 的 小 诗 。 当 然 ， 和 其 他 任何 形式 的 诗歌 一 
样 ， 我 们 也 希望 自己 创作 的 诗篇 古 优 美的 、 货 水 的 。 数 学 是 阐释 的 艺 
De 
连 态 返 。 


同时 ， 数 学 也 是 一 种 很 好 的 哲学 训练 。 我 们 能 够 在 头脑 中 创造 完美 的 虚 
拟 对 象 ， 这 些 对 象 也 部 有 着 完 美的 虚拟 尺寸 。 但 是 我 们 能 够 理解 它们 
吗 ? 真理 一 直 就 在 那里 ， 而 我 们 能 够 踏 上 通 向 真理 的 路 途 吗 ? 这 其 实 是 
一 个 关于 人 类 智力 的 极限 的 问题 。 我 们 都 能 够 知道 哪些 ? 对 每 一 个 数学 
问题 而 言 ， 这 才 是 真正 的 关键 所 在 。 
































因此 ， 云 做 这 些 度量 的 重点 其 实 是 看 我 们 能 否 进行 度量 。 我 们 去 做 这 些 
度量 ， 因 为 它 是 一 个 挑战 ， 是 一 次 历险 ;也 因为 它 很 有 趣 ， 还 因为 我 们 
都 满怀 好 奇 ， 都 光 望 理解 数学 现实 、 理 解构 思 出 这 个 世界 的 头脑 。 


有 些 儿 何 问题 一 目 了 然 ， 无 须 作 更 多 说 明 。 


7 
让 我 们 从 试 着 度量 正 多 边 形 开始 吧 。 最 简单 的 正 多 边 形 就 是 等 边 三 角 


形 。 





由 于 不 存在 对 角 线 ， 因 此 等 边 三 角形 最 令 人 关注 的 是 其 面积 的 上 度量。 但 
面积 要 和 什么 来 比较 呢 ? 既然 所 有 的 度量 都 是 相对 的 ， 那 么 如 宋 没 有 提 
供用 于 比较 的 其 他 东西 就 直接 询问 茶 一 物体 占据 了 多 少 空间 ， 这 样 做 是 
没有 什么 意义 的 。 我 想 ， 这 里 最 自然 的 选择 应 该 是 其 边 长 和 等 边 三 角形 
相等 的 正方 形 。 我 最 喜欢 这 样 来 考虑 ， 即 设想 有 一 个 正方 形 的 包装 盒 ， 
其 中 包 着 一 个 三 角形 。 

















接 下 来 的 问题 残 是 ， 这 个 三 角形 占据 了 下 方形 盒 子 面 积 的 多 少 ? (请 注 


意 ， 用 这 样 的 处 理 方法 可 以 使 该 问题 与 任何 选 定 的 单位 无 关 。) 肯定 存 
在 一 个 这 样 数 ， 它 的 值 是 由 三 角形 和 正方 形 的 性 质 所 决定 的 ， 并 不 受 我 
们 的 控制 。 它 到 底 是 多 少 呢 ? 更 重要 的 是 ， 我 们 怎样 才能 计算 出 它 的 值 


是 多 少 ? 





等 边 三 角形 的 面积 是 多 少 ? 


结果 表明 ， 相 对 于 其 他 正 多 边 形 而 言 ， 有 一 些 正 多 边 形 的 面积 更 容易 度 
量 。 主 要 取决 于 边 数 的 多 少 ， 要 得 出 这 些 面 积 或 者 比较 困难 或 者 相对 容 
易 。 比 如 ， 正 六 边 形 和 正八 边 形 的 面积 相对 而 言 比较 容易 度量 ， 而 正七 
边 形 的 面积 度量 起 来 则 是 相当 的 困难 。 

















你 能 够 计算 出 正六 边 形 和 正八 边 形 的 各 条 对 角 线 的 长 度 及 面积 吗 ? 
正 十 二 边 形 也 许 是 男 一 个 你 会 享受 其 度量 过 程 的 正 多 边 形 。 





你 能 够 计算 出 正 十 二 边 形 的 各 条 对 角 线 的 长 度 及 面积 吗 ? 





对 正 五 边 形 的 度量 可 以 说 是 几何 学 中 最 漂 完 《同时 也 最 共 挑 战 性 ) 的 问 


题 之 一 。 


下 面 ， 我 将 向 你 展示 一 个 极 具 独 创 性 的 度量 其 对 角 线 的 漂亮 方法 。 和 之 
前 的 做 法 一 样 ， 我 们 选取 正 五 边 形 的 边 长 作为 单位 长 度 ， 并 将 d 来 表示 
其 对 角 线 的 长 度 。 我 们 的 思路 是 将 正 五 边 形 切 分 成 如 下 的 三 角形 : 


Pah 
eg 


从 该 图 中 ， 我 们 可 以 看 出 三 角形 A 和 B 看 起 来 是 一 样 的 。 实 际 果真 如 此 
Ra 三 角形 C 也 和 其 他 两 个 三 角形 的 形状 相同 ， 0 
。 事 实 也 是 这 样 吗 ? 实际 上 ， 我 们 是 在 问 这 三 个 三 角形 是 否 相 似 。 

果 突 明 ， 它们 的 确 相似 。 问 题 束 来 了 ， 为 什么 它们 相似 呢 ? 


为 什么 这 三 个 三 角形 相似 ? 为 什么 其 中 两 个 大 的 三 角形 全 等 ? 


证 我 们 从 度量 这 些 三 角形 的 边 长 开始 吧 。 三 角形 A 有 两 条 长 度 为 1 的 短 
边 ， 一 条 长 度 为 d 的 长 边 。 而 三 角形 B 的 三 条 边 和 三 角形 A 的 相同 。 因 





此 ， 这 两 个 三 角形 可 以 用 下 图 表示 。 
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另 一 方面 ， 三 角形 C 有 一 条 长 度 为 1 的 长 边 。 那 么 其 他 两 条 短 边 昵 ? 这 
里 头脑 聪明 就 有 了 用 武之 地 : C 的 一 条 短 边 和 B 的 一 条 短 边 加 起 来 刚好 
组 成 一 条 对 角 线 。 这 说 明 三 角形 C 的 短 边 长 度 必 然 是 d - 1。 所 以 ， 三 角 
形 C 的 图 示 如 下 。 


好 了 ， 关 键 的 一 点 是 ， 这 两 个 三 角形 是 相似 的 。 这 说 明 ， 大 的 三 角形 是 
由 小 的 三 角形 按 一 定 的 倍数 放大 得 到 的 。 通 过 比较 这 两 个 三 角形 的 长 

边 ， 我 们 可 以 得 出 ， 放 大 倍数 必然 就 是 d 本 身 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 将 小 
三 角形 的 短 边 也 放大 同样 的 倍数 ， 那 么 它 必 然 会 变 成 大 三 角形 的 短 边 。 
这 说 明 数 值 d 必然 满足 下 面 的 关系 : 


d(d—1)=1 


这 就 是 我 们 所 求 的 数值 ， 正 五 边 形 对 角 线 的 长 度 。 我 们 想 知道 正 五 边 形 
的 对 角 线 与 其 边 长 的 比 ， 现 在 我 们 总 算 如 愿 了 。 它 是 这 样 一 个 数值 ， 和 
比 上 自己 小 1 的 数 相 乘 时 乘积 为 1。 


但 是 ， 这 个 值 到 底 是 多 少 呢 ? 我 们 又 遇 到 了 与 之 前 的 正方 形 的 对 角 线 十 
分 类 似 的 情况 。 我 们 得 到 的 这 个 值 用 一 种 特殊 的 方式 来 表现 自己 (之 前 
的 情况 是 d “= 2) ， 而 我 们 很 自然 地 想 知道 这 个 值 到 底 是 多 少 。 前 面 处 
理 正 方形 的 对 角 线 时 ， 我 们 发 现 的 是 语言 的 表达 能 力 问 题 。2 的 平方 根 








的 无 理性 表明 ， 仪 仪 包含 整数 算术 〔 如 分 数 ) 的 语言 是 不 足以 胜任 我 们 
的 表达 需要 的 。 这 束 促 使 我 们 从 根本 上 改变 了 我 们 思考 度量 的 方式 。 然 
而 ， 正 五 边 形 的 对 角 线 将 会 带 来 更 多 的 问题 吗 ? 


在 前 面 的 章节 中 ， 我 们 不 得 不 扩展 了 我 们 所 使 用 的 语言 ， 使 它 在 包含 加 
法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 的 基础 上 ， 同 时 也 吸纳 了 平方 根 。 在 这 样 做 之 
后 ， 我 们 便 拥 有 了 一 种 足够 强大 的 语言 ， 它 不 仅 可 以 表示 正方 形 的 度 
量 ， 甚 至 也 可 以 表示 矩形。 那么 ， 它 是 否 可 以 用 来 表示 正 五 边 形 呢 ?我 
们 还 需要 更 进一步 地 扩展 该 语言 吗 ? 


现在 的 问题 已 经 不 是 d 是 多 少 我 们 知道 它 是 多 少 ， 它 的 值 满足 这 样 的 
条 件 ，d (d - 1) = 1， 而 是 我 们 是 否 可 以 用 平方 根来 表示 这 个 数值 。 请 注 
意 ， 现 在 我 们 研究 的 已 经 不 再 是 几何 。 问 题 已 经 从 涉及 形状 和 大 小 转变 
为 涉及 我 们 所 使 用 的 语言 和 表示 方法 。 那 么 ， 我 们 的 语言 是 侣 已 经 足够 
强大 ， 人 允许 我 们 求解 关系 等 式 d (d - 1) = 1 从 而 得 出 d 的 取 值 呢 ? 结果 表 
明 ， 我 们 可 以 这 样 做 。 























中 间 的 较 小 的 正 五 边 形 ， 其 面积 是 多 少 ? 





根据 图 中 两 个 正 五 边 形 的 结构 ， 请 给 出 其 对 角 线 满足 关系 等 式 d ?= d+ 
1 的 另 一 种 证 明 。 
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数值 天 系 的 构造 和 求解 ， 我 们 称 之 为 代数 学 。 数 学 的 这 一 分 文 有 着 一 段 
和 悠久、 引人入胜 的 历史 ， 可 以 上 漳 到 证 巴比伦 人 。 事 实 上 ， 下 面 我 想 同 
你 展示 的 技术 已 经 拥有 了 超过 四 千年 的 历史 。 


诸如 q (qd - 1) 这 样 的 式 子 之 所 以 难以 求解 ， 是 因为 它 并 不 是 一 个 平方 数 
《如 果 是 的 话 ， 我 们 可 以 开平 方 ) ， 而 是 两 个 不 同 数值 的 乘积 。 古 巴 比 
伦 人 及 现 ， 任 意 两 个 数 的 乘积 总 是 可 以 表示 为 两 个 平方 数 之 兰 ， 这 样 我 
们 就 可 以 使 用 平方 数 对 我 们 要 求解 的 关系 表达 式 进 行 重 新 表述 ， 从 而 可 
以 应 用 平方 根 去 求解 。 


对 于 两 个 数 的 乘积 ， 一 种 我 喜欢 的 方式 是 ， 将 这 两 个 数 设想 为 窍 形 的 两 
条 边 长 ， 因 此 它们 的 乘积 就 是 矩形 的 面积 。 然 后 我 们 就 可 以 运用 这 样 的 
思路 ， 将 矩形 上 面 的 一 部 分 面积 截取 出 来 并 将 其 移动 到 和 矩形 的 侧面 ， 从 
而 使 矩形 的 两 条 边 相 等 。 























这 样 操 作 之 后 ， 就 形成 了 右上 角 有 一 个 小 的 方形 缺口 的 正方 形 ， 换 句 话 
说 ， 也 就 是 形成 了 两 个 平方 数 的 差 。 当 我 们 这 样 操作 时 ， 年 形 长 边 被 拿 
走 的 长 度 正 好 等 于 矩形 短 边 所 增加 的 长 度 。 这 说 明 ， 最 终 所 形成 的 正方 
形 ， 其 边 长 将 会 等 于 原来 的 矩形 两 条 边 的 长 度 的 平均 值 。 


至 于 正方 形 右上 和 角 的 小 的 方形 缺口 ， 它 的 边 长 则 刚好 是 矩形 两 条 边 中 任 
意 一 条 的 长 度 与 它们 的 平均 值 之 差 ， 我 们 称 该 值 为 离 差 (spread) 。 所 
以 我 们 想 表达 的 意思 就 可 以 这 样 表 述 ， 两 个 数 的 乘积 等 于 它们 平均 值 的 
平方 减 去 它们 离 差 的 平方 。 例 如 ，11 x 15 = 13? 一 22。 














如 果 我 们 用 a 来 表示 某 两 个 数 的 平均 值 ， 用 s 来 表示 这 两 个 数 的 离 差 ， 
那么 这 两 个 数 本 身 必然 是 a + s 和 a -s 。 这 样 ， 我 们 所 得 的 结果 就 可 以 使 
用 下 面 的 式 子 来 表示 : 


1 品 了 
(QQ 十 SilQ 一 5 一 Q 一 SS 





这 个 等 式 有 时 也 被 称 为 平方 差 公式 。 这 真是 一 件 完美 的 古巴 比 伦 艺术 术 
作 ! 不 过 ， 你 也 不 用 遗憾 ， 下 面 还 有 几 件 作品 有 竺 你 去 完成 。 


请 构造 一 个 表现 如 下 代数 关系 的 马赛 克 图 案 ， 
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(T+Y) = 7 +27y + 
假定 已 知 两 个 数 的 和 值 与 差 值 ， 请 问 怎样 能 够 求 出 这 两 个 数 ? 
如 果 已 知 的 是 两 个 数 的 和 与 乘积 ， 那 么 又 该 如 何 求 出 这 两 个 数 ? 
下 面 ， 就 让 我 们 使 用 古巴 比 伦 人 的 方法 来 重新 表示 数值 9。 由 于 d 和 d 一 
1 的 平均 值 是 ” 2， 且 其 离 差 是 2， 因 此 ， 我 们 有 下 式 成 立 ， 











dl(d—1)={(d 





这 样 ， 我 们 可 以 将 关系 表达 式 d (qd - 1) 重 新 表示 为 


全 | 
六 二 
2 2 





移 项 后 ， 我 们 得 到 


| 
(0 dt et 
2 





求解 到 这 里 ， 关 键 的 一 点 是 ， 现 在 我 们 可 以 运用 平方 根来 整理 该 式 了 ， 
由 此 我 们 得 到 d 的 取 值 为 


当然 如 果 你 喜欢 ， 也 可 以 这 样 表示 : 





0 0 


请 证 明 ， 在 所 有 周 长 相 等 的 矩形 中 ， 正 方形 的 面积 最 大 。 
给 定 一 个 等 边 三 角形 ， 请 找 出 与 该 三 角形 面积 、 周 长 均 相 等 的 窍 形 。 


“黄金 矩形 ”是 具有 如 下 性 质 的 窍 形 ， 当 移 除 以 短 边 为 边 长 的 正方 形 
后 ， 剩 余 的 矩形 和 原来 的 窍 形 相似 。 求 黄金 矩形 的 长 宽 比 例 。 


9 
至 此 ， 我 们 可 以 看 出 ， 正 五 边 形 的 对 角 线 可 以 使 用 平方 根来 表示 。 特 别 


] 三、 
地 ， 从 表达 式 " -3 ”中 ， 我 们 可 以 很 容易 地 得 出 d 是 一 个 无 理 
数 ， 其 近似 值 为 1.618。 当 然 ， 我 们 也 可 以 直接 从 表达 式 d (d - 1) = 1 中 得 
出 这 个 信息 。 事 实 上 ， 这 两 个 表达 式 在 各 方面 都 是 等 价 的 ， 告 诉 我 们 的 
有 关 4 的 信息 也 是 相同 的 。 从 数学 内 容 上 看 ， 这 两 个 表 这 式 之 癌 并 没有 
王 何 差别 。 


我 猜想， 如果 要 用 比较 偏激 一 点 的 观点 来 看 竺 目前 的 情况 ， 很 有 可 能 

是 ， 我 们 费 了 九 牛 二 虎 之 力 后 却 太 现 目 己 仍然 在 原 地 踏步 ! 对 于 d 的 取 
值 ， 我 们 以 这 样 的 描述 开始 ， 即 “ 当 与 比 自 己 小 1 的 数 相 乘 时 乘积 为 1 的 
数 ”; 最 终 用 下 面 的 摘 述 结束 ， 即 “是 比 平方 为 5 的 数 大 1 的 数 的 一 半 ”。 

我 们 可 以 认为 这 是 进步 吗 ? 如 果 d 的 所 有 信息 都 包含 在 原始 的 方程 中 ， 
我 们 为 什么 又 要 费心 去 解 该 方程 呢 ? 


然而 男 一 方面 ， 想 想 我 们 平时 为 什么 要 费心 去 烤 面 包 呢 ?要 知道 ， 其 实 
面包 的 原材料 也 是 可 以 吃 的 呀 。 


实际 上 ， 研 究 代数 的 意义 并 不 在 解 方 程 上 ， 它 的 意义 在 于 允许 我 们 根据 
当前 的 状况 以 及 自己 的 偏好 ， 在 彼此 等 价 的 不 同 表达 式 之 间 来 回 变 换 。 
从 这 个 意义 上 说 ， 所 有 的 代数 运算 其 实 都 是 心理 上 的 需要 。 这 些 数 以 不 
同 的 方式 辐 我 们 展示 目 己 ， 每 一 种 不 同 的 表示 方式 都 对 这 个 数 有 不 同 的 
认 知 ， 并 且 能 给 我 们 带 来 其 他 的 表示 方式 所 不 能 够 带 来 的 思路 。 


























例如 ， 表 达 式 。” 3”\ 4 就 能 使 我 想到 下 面 的 图 案 : 


在 该 图 中 ， 单 位 正方 形 两 个 对 角 之 问 的 路 径 由 两 部 分 组 成 。 其 中 ， 水 平 
部 分 的 长 度 为 2， 而 斜 线 部 分 则 刚好 是 ”2 矩形 的 对 角 线 。 应 用 毕 达 哥 


拉 斯 定理 ， 我 们 得 出 该 对 角 线 的 长 度 为 V 4。 这 就 说 明正 五 边 形 的 对 角 
线 长 度 〈 该 长 度 度量 起 来 非常 困难 ) 正好 和 单位 正方 形 上 这 段 简单 路 径 


的 长 度 相 等 。 


这 个 结果 相当 漂亮 ， 也 出 乎 我 们 的 意外 。 如 果 没 有 d 的 这 个 特定 表达 
式 ， 我 是 怎么 也 不 会 想到 这 两 个 值 是 相等 的 。 事 实 上 ， 即 使 我 猜 到 了 它 
们 的 长 度 相等 《比如 通过 摆弄 纸张 和 直 尺 ) ， 若 没有 以 某 种 方式 得 到 gq 
的 这 两 个 表达 式 并 证 明 它们 两 者 等 价 ， 那 么 我 是 不 可 能 知道 我 猜测 的 结 
论 是 否 真 的 在 数学 现实 中 成 立 ， 更 不 要 说 能 够 理解 其 中 的 原因 了 。 当 

然 ， 如 果 我 不 经 意 地 就 猜 出 4 350 + ””)， 那 么 核实 4 (d - 1) = 1 是 否 成 
立 则 要 容易 得 多 。 诸 如 古巴 比 伦 人 技术 这 样 的 方法 ， 其 意义 在 于 它 允 许 
我 们 使 用 某 种 特定 的 语言 将 d 明确 地 表示 出 来 ， 而 不 是 不 得 不 成 为 好 的 








猿 文人 。 


一 般 来 说 ， 几 何 学 家 的 主要 任务 是 进行 几何 信息 和 代数 信息 之 间 的 相互 
转换 。 更 多 的 时 候 这 是 一 个 创造 性 的 任务 ， 而 不 是 一 个 技术 性 的 任务 。 
在 前 面 我 们 的 讨论 中 ， 真 正 重要 的 想法 是 将 正 五 边 形 切 分 成 相似 三 角 

形 ， 但 这 样 的 想法 又 是 从 哪儿 来 的 呢 ? 怎样 才能 够 思考 出 这 样 的 想法 

呢 ? 对 此 ， 我 不 知道 答案 。 数 学 是 一 门 艺术 ， 而 创造 性 才能 则 是 一 个 未 
解 之 谜 。 当 然 ， 我 们 擎 握 的 技术 总 是 有 用 的 《杰出 的 画家 能 够 洞悉 光 和 
影 的 奥秘 ， 优 秀 的 音乐 家 可 以 透彻 地 理解 功能 和 声 的 作用 ， 而 一 流 的 数 
学 家 则 擅 于 从 纷繁 的 代数 信息 中 抽 丝 剥 卫 ) ， 但 创造 出 精妙 的 数学 的 难 
度 丝 坚 不 亚 于 创作 美丽 的 省 像 男 或 者 谱写 悦耳 的 奏鸣曲 。 


正 五 边 形 的 面积 是 多 少 ? 
又 一 次 地 ， 我 真 的 帮 不 上 你 的 忙 ， 你 必须 依 徘 自己 的 努力 。 在 你 的 面前 


有 一 块 空白 的 画布 ， 你 需要 有 自己 的 想法 去 创作 。 或 许 你 会 有 一 些 想 
法 ， 也 或 许 你 不 会 有 。 这 就 是 艺术 。 











两 个 我 非常 喜欢 的 图 案 。 
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那么 ， 圆 形 的 情况 又 是 怎样 呢 ? 可 以 肯定 的 是 ， 你 再 也 找 不 出 另 一 个 更 
完美 的 形状 了 。 


圆 形 简单 、 对 称 、 精 致 。 但 是 我 们 到 底 要 怎样 去 度量 它 呢 ? 就 这 个 问题 
而 言 ， 其 实质 是 我 们 要 怎样 去 度量 弯曲 的 形状 。 


天 于 圆 形 ， 我 们 需要 注意 的 第 一 件 事 情 是 ， 圆 上 的 任意 一 点 距离 圆心 的 
距离 都 相等 。 毕 竟 ， 只 有 这 样 它 才能 够 成 为 一 个 圆 。 圆 上 的 任意 一 点 距 
离 圆 心 的 距离 ， 我 们 称 之 为 圆 的 半径 。 由 于 所 有 的 圆 其 形状 都 相同 ， 因 
此 只 有 半径 能 够 使 一 个 圆 区 别 于 另外 一 个 圆 。 


圆 的 周 长 ， 我 们 称 之 为 圆周 〈circumference， 拉 丁 语 “ 随 身 携 珊 ”的 意 
思 ) 。 我 想 ， 对 于 圆 而 言 ， 最 自然 的 度量 便 是 其 面积 和 圆周 。 


让 我 们 从 做 一 些 近 似 开始 吧 。 如 果 我 们 在 圆 上 放置 一 定数 目的 等 距离 的 
点 ， 然 后 连接 各 点 ， 由 此 我 们 就 会 得 到 一 个 正 多 边 形 。 























这 个 正 多 边 形 的 面积 和 周 长 的 值 比 圆 的 相应 值 要 小 一 些 ， 但 这 两 对 值 相 
当 接近 。 如 宁 我 们 放置 更 多 的 点 ， 则 可 以 使 这 两 对 值 更 加 接近 。 假 定 我 
们 所 使 用 的 点 的 数目 很 大 ， 比 方 说 为 n。 于 是 ， 我 们 就 得 到 一 个 正 n 边 
形 ， 且 其 面积 和 周 长 与 圆 的 真实 面积 和 周 长 非 常 接近 。 关 键 的 一 点 是 ， 
随 着 正 n 边 形 边 数 的 增多 ， 正 n 边 形 也 会 越 来 越 近似 于 圆 。 


a 0 0 
形 吧 。 








这 样 ， 每 个 三 角形 的 底 边 长 度 残 等 于 正 多 边 形 的 边 长 ， 令 其 为 s。 而 三 
角形 的 蜗 度 则 古 从 圆心 到 正 多 边 形 远 的 距离 ， 我 们 称 该 高 度 为 h。 因 


l 
此 ， 每 个 三 角形 的 面积 为 2“”， 而 正 多 边 形 的 面积 则 为 2“””。 注 意 到 sn 
正好 是 正 多 边 形 的 周 长 ， 因 此 我 们 可 以 得 出 如 下 等 式 : 





] 
正 多 边 形 的 面积 ”了 2， 


其 中 的 p 为 正 多 边 形 的 周 长 。 束 这 样 ， 使 用 周 长 和 圆心 到 边 长 的 距离 ， 
我 们 将 正 多 边 形 的 面积 精确 地 表示 了 出 来 。 


然而 ， 随 着 边 数 n 无 限 地 增 大 ， 情 况 又 会 怎样 呢 ? 显然 ， 正 多 边 形 的 周 
长 p 将 会 和 图 的 周 长 C 越 来 越 搂 近 ， 而 高 度 疡 也 将 会 逼近 圆 的 半径 > 。 这 


a 
吉 近 圆 的 真实 面积 A。 那么 ， 唯 一 的 结论 只 可 能 是 ， 这 两 个 数值 必 然 相 
等 ， 即 








] - 
A= -TrC 
2 





这 表明 ， 圆 的 面积 刚好 等 于 半径 与 圆周 的 乘积 的 一 半 。 


一 种 思考 该 结论 的 好 方法 是 ， 设 在 ;0 条 直线 ， 则 该 直线 和 
圆 的 半径 刚好 形成 一 个 直角 三 角形 





我 们 所 得 出 的 公式 表明 ， 圆 形 所 号 气 的 面积 刚好 和 这 个 县 角 三 角形 的 面 


口 
人 


这 里 ， 有 一 种 很 重要 的 方法 。 仅 仅 通 过 做 一 些 近 似 ， 我 们 就 不 经 意 地 得 
出 了 国 的 面积 的 精确 家 全， 关键 的 一 点 是 ， 我 们 并 不 只 是 做 了 几 个 精确 
程度 很 高 的 近似 ， 而 是 做 了 无 穷 多 个 近似 ， 我 们 构造 了 一 个 精确 程度 越 
来 越 高 的 无 穷 近似 序列 ， 这 无 穷 多 个 近似 已 经 足以 让 我 们 看 出 其 中 的 模 
式 并 得 到 它们 的 极限 。 换 句 话 说 ， 我 们 可 以 从 一 个 有 模式 的 无 穷 近 似 序 
列 中 得 知 真理 。 因 此 ， 将 这 视 为 迄今 为 止 人 类 所 产生 的 最 伟大 的 想法 ， 
是 有 一 定 道 理 的 。 


这 种 奇妙 的 方法 ， 我 们 一 般 称 之 为 穷竭 法 ， 它 是 由 古 布 腊 数 学 家 欧 多 元 








索 斯 (Eudoxus， 柏 拉 图 的 一 位 学 生 〉 于 公元 前 370 年 左右 发 明 的 。 它 让 
我 们 可 以 通过 构造 无 穷 的 直线 近似 序列 来 度量 寄 曲 的 形状 。 运 用 穷竭 法 
构造 无 穷 近似 序列 的 诀窍 是 ， 所 构造 出 的 无 穷 序 列 必 须 具 有 某 种 模式 
一 个 无 穷 的 随机 数 序列 并 不 能 告诉 我 们 什么 有 价值 的 信息 。 因 此 ， 
只 有 一 个 无 穷 的 序列 是 不 够 的 ， 我 们 还 必须 能 够 发 现 其 中 的 模式 从 而 理 
解 该 序列 。 











圆 上 任意 一 点 与 直径 两 个 端点 的 连 线 所 形成 的 角 总 是 直角 ， 你 知道 其 
中 的 原因 吗 ? 


请 证 明 ， 如 果 圆 上 的 两 个 点 都 和 同一 条 弧 的 两 个 端点 连接 ， 那 么 由 此 
形成 的 两 个 角 必然 相等 。 
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在 上 一 市 中 ， 我 们 已 经 用 圆周 将 圆 的 面积 表示 了 出 来 。 但 圆周 是 否 也 可 
以 度量 呢 ? 对 正方 形 而 言 ， 用 相对 于 边 长 的 比例 来 有 度量 周 长 是 很 自然 
的 ， 即 四 周 的 长 度 与 一 条 边 长 的 比值 。 同 样 ， 对 于 圆 ， 我 们 也 可 以 采用 
这 样 的 方法 。 通 过 圆心 的 直线 与 圆 的 两 个 交点 之 间 的 距离 ， 我 们 称 之 为 
圆 的 直径 〈 显 然 直径 正好 是 半径 的 两 倍 ) 。 因 此 ， 对 圆 来 说 ， 类 似 的 度 
量 将 会 是 圆周 与 直径 的 比值 ， 即 圆周 率 。 由 于 所 有 的 圆 其 形状 都 相同 ， 
办 此， 对 每 一 个 圆 来 说 ， 该 比值 都 是 相等 的 。 通 第 ， 我 们 使 用 希腊 字母 
pi 或 r 来 表示 该 比值 。r 对 于 圆 的 意义 ， 正 与 4 对 于 正方 形 的 意义 相同 。 


要 对 的 取 值 做 一 些 近似 并 不 是 很 困难 。 例 如 ， 假 定 我 们 在 圆 中 放 入 一 
个 内 接 正 六 边 形 。 


























此 正六 边 形 的 周 长 正 好 是 圆 的 直径 的 三 倍 。 由 于 圆周 比 此 正六 边 形 的 周 
长 要 长 一 些 ， 因 此 ， 我 们 得 出 n 的 取 值 要 比 3 大 一 些 。 如 果 使 用 边 数 更 多 
的 正 多 边 形 ， 那 么 我 们 将 会 得 到 精确 程度 更 高 的 近似 值 。 阿 基 米 矢 〈 生 





活 于 公元 前 250 年 左右 ) 就 曾 使 用 正 96 边 形 ， 得 出 了 ”7。 许 多 人 都 
有 这 样 的 错觉 ， 0 式 ， 但 实际 上 它 并 不 是 。r 的 真 
实 取 全 机 机 微小 ; 点， 一 个 相对 精确 的 近似 值 是 r = 3.1416， 一 个 更 精 
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确 的 近似 值 > 113， 这 个 近似 值 由 五 世纪 时 的 中 国人 给 出 。 





但 是 ，n 的 精确 取 值 到 搬 是 多 少 呢 ?很 遗憾 ， 关 于 该 取 值 的 消 奶 相当 糟 
糕 。 由 于 z 是 无 理 数 〈 该 性 质 由 兰 们 特 于 1768 年 证 明 ) ， 因 此 ， 我 们 不 
可 能 将 它 表 示 为 两 个 整数 的 比值 。 特 别 是 ， 想 要 将 直径 和 圆周 都 表示 为 
同一 个 计量 单位 的 整数 倍 ， 则 是 绝对 不 可 能 的 。 


实际 上 ， 我 们 面临 的 情况 要 比 处 理 正 方形 的 对 角 线 时 所 遇 到 的 情况 更 
糟 。 虽 然 VY2 也 是 无 理 数 ， 但 我 们 至 少 可 以 这 样 表述 它 ， 即 “其 平方 为 2 的 
数 ”"。 换 人 句 话 说 ， 我 们 可 以 使 用 整数 的 算术 来 表达 v2 所 满足 的 关系 式 ， 
即 它 是 这 样 的 一 个 数 x， 满 足 z? = 2。 我 们 虽然 也 不 知道 V2 的 取 值 到 底 是 
多 少 ， 但 我 们 知道 它 的 性 质 。 


结果 表明 ，T 有 着 不 同 的 情况 。 它 不 仅 不 能 够 用 分 数 表 示 ， 事 实 上 ， 它 
也 不 能 满足 任何 的 代数 关系 。Tr 有 什么 用 呢 ? 除了 表示 圆周 率 之 外 ， 其 
实 它 并 没有 什么 别 的 作用 。r 就 是 r。 像 fr 这 样 的 数 ， 我 们 称 之 为 超越 数 
(transcendental， 拉 丁 语 “ 超 出 ”的 意思 ) 。 超 越 数 (它们 的 数目 有 很 
多 ) 根本 就 超出 了 代数 所 具有 的 表达 能 力 。 林 德 曼 于 1882 年 证 明了 7 是 
一 个 超越 数 。 这 真 的 很 神奇 ， 我 们 居然 还 能 够 知道 像 超越 数 这 样 的 数 。 


然而 ， 男 一 方面 ， 数 学 家 们 也 友 现 了 不 少 n 的 其 他 表示 方法 。 比 如 ， 羔 
布 尼 次 于 1674 年 友 现 了 如 下 的 公式 : 


Tt 1 了 ] ] ] 
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这 里 的 想法 是 ， 随 着 公式 右边 相 加 项 数 的 增多 ， 其 相 加 之 和 也 会 越 来 越 
接近 公式 左边 的 数值 。 因 此 ，nt 可 以 表示 为 无 穷 项 之 和 。 该 公式 至 少 同 
我 们 提供 了 nt 的 纯 数 值 表 示 ， 而 且 在 哲学 上 它 也 非常 的 有 趣 。 更 重要 的 
是 ， 这 样 的 表示 就 是 我 们 所 能 得 出 的 全 部 。 

以 上 就 是 故事 的 全 部 。 圆 周 和 直 径 的 比值 是 rz。 然而 ， 对 于 这 样 的 比 
值 ， 我 们 却 无 能 为 力 。 我 们 所 能 做 的 ， 只 能 是 将 它 加 入 从 而 扩展 我 们 的 
ee 

特别 地 ， 半 径 为 1 的 圆 ， 其 直径 为 2， 因 此 其 圆周 为 2r。 该 圆 的 面积 是 半 
径 与 圆周 乘积 的 一 半 ， 亦 即 正 好 是 r。 将 该 圆 按 比 例 " 放 大 ， 由 此 我 们 得 
到 一 个 半径 为 r 的 圆 ， 其 圆周 和 面积 可 由 下 列 公式 得 出 : 

C' ==="2N7; 
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值得 注意 的 是 ， 上 述 第 一 个 公式 实际 上 并 无 实质 内 容 ， 它 只 不 过 是 mr 的 
定义 的 重新 表述 。 第 二 个 公式 才 真 正 地 有 深刻 的 内 容 ， 它 和 我 们 在 前 一 
节 中 所 得 的 结果 等 价 ， 即 圆 的 面积 等 于 其 半径 与 圆周 乘积 的 一 半 。 




















如 果 两 个 圆 互 相 经 过 彼此 的 圆心 ， 那 么 它们 重 锥 部 分 的 面积 和 周 长 分 
别 是 多 少 ? 如 果 是 三 个 圆 这 样 地 两 两 重 阁 ， 那 么 情况 义 会 怎样 ? 


在 一 条 直线 上 有 两 个 圆 ， 它 们 相 切 于 一 点 ， 同 时 有 一 个 小 圆 内 接 于 它 
们 之 间 的 空间 。 请 问 这 个 内 接 小 圆 的 半径 怎样 取决 于 两 个 大 圆 的 半 
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关于 穷竭 法 ， 我 还 想 多 说 几 句 。 它 的 基本 想法 是 想 通 过 使 用 一 个 无 穷 的 
近似 序列 ， 从 而 不 经 意 地 得 出 精确 的 度量 结果 ， 就 像 我们 前 面 使 用 正 多 
边 形 的 无 穷 序列 来 上 度量 圆 一 样 。 这 可 以 算是 目前 为 止 人 们 所 想 出 的 最 强 
大 、 最 灵活 的 度量 方法 。 一 方面 ， 筷 将 比较 困难 的 要 曲 形 状 的 度量 转化 
成 相对 容易 的 直线 形状 的 度量 。 我 们 能 够 对 弯曲 形状 有 准确 了 解 己 经 很 
令 人 惊奇 了 ， 更 不 用 说 还 能 使 用 如 此 深入 、 优 美的 方式 。 
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话说 圆柱 体 是 一 个 很 有 意思 的 物体 ， 它 既 有 圆 的 部 分 ， 又 有 直 的 部 分 。 
我 们 可 以 认为 它 是 一 个 介 于 立方 体 和 球体 之 间 的 中 间 体 。 无 论 如 何 ， 它 
和 


一 种 近似 地 度量 圆柱 体 体积 的 方法 是 ， 设 想 将 圆柱 体 垂直 地 切 成 薄板 
人 
些 薄 板 。 
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有 一 点 值得 我 们 注意 ， 那 惑 是 这 些 盒子 的 定形 底面 积 之 和 与 圆柱 体 的 圆 
形 底面 积 之 间 的 近似 程度 非常 高 。 随 独 所 切 分 出 的 薄板 数目 的 增加 ， 这 
些 盒子 的 体积 之 和 将 会 逼近 圆柱 体 的 真实 体积 ， 同 时 和 矩 形 底面 积 之 和 也 
将 会 遇 近 圆 形 撒 面 的 真实 面积 。 


由 于 每 一 个 长 方形 盒子 的 体积 是 其 底面 积 与 高 度 的 乘积 ， 因 此 ， 所 有 盒 
子 的 总 体积 将 会 是 它们 的 高 度 与 所 有 矩形 撒 面 积 之 和 的 乘积 。 这 里 ， 由 
于 实际 上 所 有 的 盒子 其 高 度 都 相等 ， 因 此 我 们 的 计算 变 得 很 简单 。 这 次 
明 ， 圆 柱 体 体积 的 近似 值 等 于 其 高 度 与 抵 面 积 近 似 值 的 乘积 。 


对 我 们 理解 圆柱 体 的 真实 体积 这 个 目的 而 言 ， 这 已 经 是 一 个 模式 。 随 着 
薄板 数目 的 增加 ， 这 个 近似 值 的 精确 程度 也 会 越 来 越 启 ， 高 度 与 窍 形 底 
面积 的 乘积 也 将 会 同时 逼近 下 面 这 两 个 值 一 一 圆柱 体 的 真实 体积 以 及 其 
高 度 与 圆 形 底面 积 的 乘积 。 因 此 ， 这 两 个 值 必然 相等 。 换 句 话 说 ， 穷 竟 
法 在 这 里 再 次 得 到 了 成 功 的 应 用 。 而 圆柱 体 的 体积 ， 则 正好 是 其 高 度 与 
山形 底面 积 的 乘积 。 


叙述 到 这 里 ， 我 想到 了 两 件 事 。 第 一 件 事 是 ， 或 许 对 你 来 次， 我们 所 得 
出 的 结果 是 如 此 显而易见 。 一 个 圆柱 体毛 占据 的 空间 应 该 既 和 它 的 高 度 
成 正比 ， 又 和 它 的 抵 面 积 成 正比 ， 难 道 这 不 是 很 显然 的 吗 ? 我 很 讨厌 处 
于 这 样 的 境地 ， 去 解释 一 些 显而易见 的 内 容 。 然 而 为 一 方面 ， 将 直觉 和 
推理 相 结 合 则 是 相当 不 错 的 主意 一 一 事实 上 ， 这 正 是 数学 的 精髓 。 


为 一 件 事 是 ， 或 许 用 这 样 的 方式 将 圆柱 体 切 分 成 长 方形 的 盒子 ， 既 不 好 




































































看 ， 也 不 自然 。 毕 竟 ， 在 前 面 度量 圆 时 ， 我 们 将 其 切 分 成 了 美观 、 对 称 
的 三 角形 布局 。 那 么 ， 为 什么 我 们 不 绕 着 圆心 ， 直 接 将 圆柱 体 垂 直 地 切 

分 成 三 角形 的 棉 子 呢 ? 事实 上 ， 这 的 确 是 一 个 很 合理 的 批评 。 让 我 用 为 
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上 图 中 的 物体 ， 是 用 和 圆柱 体 同样 的 方法 制作 出 来 的 ， 只 不 过 它 的 上 下 
底面 并 不 一 定 是 加 ， 也 可 能 是 其 他 的 形状 。 像 这 样 的 物体 ， 我 们 称 之 为 
广义 圆柱 体 。 问 题 是 ， 在 这 种 情况 下 ， 并 没有 一 个 比较 好 的 对 称 的 切 分 
方法 。 因 此 ， 长 方形 的 切 分 方法 其 实 并 不 比 其 他 的 切 分 方法 差 。 同 时 ， 
我 们 也 能 得 出 广义 圆柱 体 的 体积 同样 是 其 高 度 与 撒 面 积 的 乘积 。 我 想 ， 
无 论 广 义 圆 柱 体 是 否 对 称 ， 我 们 都 能 够 运用 这 样 的 切 分 方法 。 这 个 示例 
再 一 次 很 好 地 向 我 们 展示 了 穷竭 法 的 灵活 性 。 


我 们 怎样 才能 度量 〈 广 义 ) 圆柱 体 的 表面 积 ? 


下 和 面 ， 我 想 癌 你 演示 穷竭 法 的 作用 是 多 么 强大 。 在 稍 前 一 些 的 章节 中 ， 
我 们 讨论 了 拉 伸 变换 。 它 的 想法 是 ， 只 在 某 一 个 方向 上 按 一 定 的 系数 进 
行 拉 伸 。 有 时 ， 我 愿意 将 它 想 成 是 整个 表 平 面 的 转换 ， 就 像 是 用 力 在 拉 
一 块 橡皮 的 两 端 。 此 时 ， 任 何 画 在 表面 上 的 形状 或 图 形 也 会 相应 地 拉 
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需要 注意 的 是 ， 我 们 的 行为 是 怎样 剧烈 地 影响 到 了 这 些 形状 。 比 如 ， 左 
图 中 的 正方 形 现在 变 成 了 矩形 《因此 它 的 各 边 的 长 度 不 再 都 相等 ) 。 同 
时 ， 等 边 三 角形 现在 也 仅仅 只 是 等 腰 三 角形 ， 而 圆 形 则 变 成 了 一 种 新 形 
状 ， 这 种 新 形状 我 们 称 之 为 椭圆 。 


一 般 来 说 ， 拉 伸 是 一 个 极 具 破坏 力 的 过 程 ， 长 度 和 角度 在 拉 伸 的 过 程 中 
通常 都 会 被 严重 地 扭曲 。 特 别 是 ， 在 形状 拉 伸 之 前 的 周 长 和 拉 伸 之 后 的 
周 长 之 间 ， 通 常 并 不 存在 任何 关系 。 比 如 ， 椭 圆 的 周 长 ， 就 是 一 个 非常 
经 典 的 度量 难题 ， 而 这 也 主要 是 因为 它 和 圆 的 周 长 没 有 任何 的 关联 。 


然而 另 一 方面 ， 拉 伸 变 换 和 面积 却 可 以 彼此 相安 无 事 。 我 们 已 经 知道 拉 
伸 变 换 对 矩形 的 面积 有 怎样 的 影响 : 如果 将 一 个 矩形 按 某 一 个 系数 进行 
拉 伸 《〈 拉 伸 的 方向 平行 于 某 一 条 边 ) ， 那 么 拉 伸 后 的 面积 等 于 原 面 积 

以 该 系数 。 运 用 穷竭 法 ， 我 们 能 够 得 出 ， 这 对 任何 形状 来 说 都 是 成 并 

的 。 为 了 更 准确 地 说 明 ， 设 想 我 们 有 某 一 形状 ， 并 且 在 某 一 个 方向 上 按 
人 
会 打 r 售 。 














我 们 的 想法 是 ， 在 平行 于 拉 伸 变换 的 方向 上 ， 将 该 形状 切 分 成 长 方形 的 
人 
和 面积 。 


经 过 拉 伸 变换 ， 这 些 细 条 也 被 拉 伸 了 ， 因 此 它们 的 面积 也 扩大 了 r 倍 。 
这 说 明 ， 拉 伸 变 换 后 形状 的 近似 面积 正好 是 原形 状 近 似 面 积 的 r 倍 。 如 
果 细 条 的 数目 无 穷 地 增长 《因此 每 个 细 条 的 厚度 也 接近 于 零 ) ， 我 们 能 
够 得 出 形状 的 真正 面积 也 必然 扩大 r 倍 。 甚 至 在 如 此 严重 地 变形 之 后 ， 
我 们 依然 能 够 算出 形状 的 面积 ， 我 党 得 这 是 非常 令 人 意外 和 惊奇 的 。 


椭圆 的 面积 是 多 少 ? 


类 似 地 ， 如 宋 在 东 一 给 定 方向 上 按 茶 一 系数 进行 空间 的 拉 伸 变换 ， 也 会 
相应 地 使 体积 扩大 该 拉 伸 系数 倍 。 你 明白 了 为 什么 吗 ? 既然 盒子 在 拉 伸 
变换 时 能 够 保持 该 性 质 ， 那 么 其 他 的 物体 肯定 也 可 以 。 当 然 ， 我 们 还 是 
需要 稍微 谨慎 一 些 。 比 如 ， 如 果 空 间 中 的 一 个 物体 按 系 数 2 进行 拉 伸 ， 
则 它 的 体积 确实 会 变 成 原来 的 两 倍 ， 但 它 的 表面 积 一 般 情 况 下 却 并 不 容 
易 确 定 。 如 果 有 所 怀疑 ， 你 可 以 用 立方 体 试 一 下 。 


接 下 来 ， 我 想 疝 你 展示 一 个 真正 美妙 的 度量 (我 多 么 希望 我 回 你 展示 的 
全 都 是 这 样 的 美妙 的 度量 ) 。 我 们 将 要 度量 的 是 棱锥 体 的 体积 。 
































我 最 吾 欢 的 度量 方式 是 ， 将 该 校 锥 体 放 入 一 个 确 面 相同 、 高 度 相等 的 盒 
子 里 。 同 时 ， 我 愿意 将 该 盒子 视 为 棱锥 体 的 装载 箱 。 


志和 
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于 是 就 会 很 自然 地 产生 这 样 一 个 问题 ， 即 棱锥 体 占 据 了 整个 傅 子 多 大 比 
例 的 体积 ?这 是 一 个 相当 困难 的 问题 ， 同 时 也 相当 古老， 其 历史 可 以 
(很 自然 地 ) 上 漳 到 古代 埃及 。 首 先 ， 我 们 很 聪明 地 注意 到 ， 如 果 连 接 





由 于 立方 体 的 每 一 个 面 都 对 应 着 一 个 棱锥 体 ， 所 以 一 共有 六 个 这 样 的 校 
锥 体 。 又 由 于 所 有 的 校 锥 体 都 是 相同 的 ， 所 以 每 一 个 棱锥 体 的 体积 部 是 
立方 体 的 六 分 之 一 。 而 六 载 着 其 中 任何 一 个 棱锥 体 的 装载 箱 则 刚好 是 并 
方 体 的 一 半 。 因 此 ， 每 个 棱锥 体 正好 是 它 的 装载 箱 体积 的 三 分 之 一 。 我 


想 这 真是 一 个 漂亮 的 论证 。 


然而 ， 这 里 也 存在 一 个 问题 ， 那 就 是 我 们 得 出 的 结论 仅仅 适用 于 茶 些 特 
殊 形 状 的 棱锥 体 〈 其 高 度 正 好 是 它 的 确 面 边 长 的 一 半 ) 。 而 大 部 分 的 校 
锥 体 并 不 能 够 刚好 组 合成 立方 体 或 其 他 规整 的 形状 ， 它 们 不 是 太 人 尖锐 就 








是 太平 组 。 


这 是 合意 味 看 我 们 只 能 够 度量 茶 些 特殊 形状 的 校 锥 体 呢 ? 挟 运 的 是 ， 实 
际 上 并 不 是 这 样 ! 这 里 关键 的 一 点 是 ， 如 果 对 特殊 的 棱锥 体 进 行 适当 的 
拉 介 变换 ， 我 们 就 可 以 得 到 任何 形状 的 棱锥 体 。 例如 ， 如 果 你 想 要 一 个 
比较 尖锐 的 棱锥 体 ， 我 们 就 可 以 在 生 直 方向 上 对 它 进行 任何 系数 的 拉 伸 
变换 ， 直 到 得 到 我 们 想 要 的 高 度 。 














好 了 ， 这 里 是 我 最 辟 欢 的 部 分 ， 那 吏 是 拉 伸 变换 对 棱锥 体 体 积 所 造成 的 
影响 和 它 对 装载 箱 体积 的 影响 是 一 样 的 ， 两 者 的 体积 都 扩大 了 拉 伸 系 数 
倍 。 这 说 明 两 者 的 体积 之 比 没 有 发 生变 化 。 既 然 对 特殊 形状 的 棱锥 体 来 
说 ， 该 比值 是 三 分 之 一 ， 那么 对 任何 形状 的 棱锥 体 来 说 ， 该 比值 也 必然 
是 三 分 之 一 。 因 此 ， 我 们 得 出 下 面 的 编 论 : 任何 棱锥 体 的 体积 都 始终 是 
刚好 装载 它 的 盒子 体积 的 三 分 之 。 我 特别 喜欢 这 样 清 晰 的 思路 脉络 。 
人 穷 刘 法 在 这 个 过 程 中 所 发 挥 的 巧妙 且 强大 的 作 














连接 立方 体 各 个 面 的 中 心 点 ， 刚 好 可 以 构成 一 个 正八 面体 。 求 此 正八 
面体 所 占 立 方 体 体 积 的 比例 。 


gd 


b 


在 比 边 长 为 b 的 正方 形 高 h 的 位 置 上 放 一 个 边 长 为 a 的 正方 形 ， 连 接 两 
个 正方 形 相 对 应 的 顶点 ， 由 此 形成 了 一 个 不 完整 的 棱锥 体 。 请 问 其 体 
积 怎 样 取决 于 aq、b 和 h? 


哪里 是 正四 面体 的 中 心 ? 


13 
在 这 一 节 中 ， 让 我 们 试 着 去 度量 圆锥 体 的 体积 。 











圆锥 体 是 一 个 很 床 完 、 很 有 意思 的 物体 ， 我 希望 你 也 认同 这 样 的 看 法 。 
目 然 地 ， 在 本 三 中 ， 我 们 依然 会 使 用 条 种 形式 的 穷竭 法 。 说 到 这 里 ， 出 
现在 我 脑海 中 的 第 一 个 想法 是 ， 用 一 堆 薄 的 圆柱 体 片 来 近似 圆锥 体 。 


随 着 所 切 分 出 的 圆柱 体 刻 数目 的 增多 ， 每 个 圆柱 体 片 会 变 得 越 来 越 薄 ， 
它们 的 体积 之 和 也 会 越 来 越 接 近 辆 锥 体 的 真实 体积 。 我 们 所 需要 做 的 ， 
只 是 找 出 这 些 近 似 序列 中 的 模式 并 找到 它们 的 极 值 。 


但 遗憾 的 是 ， 结 果 并 不 像 想 象 中 的 那么 容易 。 每 个 圆柱 体 的 体积 取决 于 
它们 各 自 的 半径 ， 而 当 我 们 在 圆锥 体 上 上 下 移动 时 ， 这 些 半径 一 直 在 不 
停 地 变化 。 这 处 理 起 来 有 些 琼 手 。 事 实 上 ， 只 有 相当 内 行 的 代数 学 家 才 
能 够 找 出 其 中 的 模式 ， 并 理解 其 行为 。 


你 能 够 找 出 这 些 近似 序列 中 的 模式 吗 ? 


事实 是 ， 穷 章法 在 这 里 变 成 了 一 种 难度 非常 大 的 方法 ， 以 致 难以 实际 应 
用 。 即 使 一 个 形状 相当 简单 ， 并 且 我 们 也 有 了 相当 成 熟 的 近似 表示 的 方 
法 ， 所 得 出 的 近似 序列 仍然 有 可 能 太 过 和 人 微妙， 以致 我 们 并 不 能 够 找 出 其 
中 的 模式 。 只 是 说 我 们 能 够 找 出 一 个 序列 的 极限 ， 这 相当 容易 ， 但 真 的 
找 出 一 个 序列 的 极限 ， 则 要 困难 得 多 。 假 如 形状 又 比较 复杂 ， 则 找 出 一 
个 序列 的 极限 基本 上 是 不 可 能 的 。 那 么 ， 我 们 又 要 怎样 解决 这 个 难题 


呢 ? 


解决 一 个 问题 的 最 好 方法 ， 就 是 找到 一 种 根本 不 用 解决 这 个 问题 的 巧妙 
方法 。 这 几乎 是 所 有 的 数学 家 都 公认 的 一 项 美学 原则 。 


因此 ， 我 们 并 不 会 直接 去 度量 圆锥 体 的 体积 。 相 反 ， 我 们 将 拿 它 和 另外 
一 个 我 们 已 知 其 体积 的 物体 进行 比较 一 一 校 锥 体 。 




















设想 有 一 个 和 该 圆锥 体高 度 相 等 的 棱锥 体 ， 且 其 正方 形 底面 与 圆锥 体 圆 
形 底面 的 面积 也 相等 。 我 们 接 下 来 的 想法 ， 便 是 去 证 明 这 两 个 物体 的 体 


积 相 等 。 


为 了 证 明 这 一 点 ， 让 我 们 回 到 切 分 的 思路 上 来 。 这 一 次 ， 我 们 将 同时 切 
分 圆锥 体 和 棱锥 体 。 





我 们 还 用 一 堆 薄 的 圆柱 体 刻 来 近似 圆锥 体 ， 同 时 我 们 用 一 堆 薄 的 长 方 体 
片 来 近似 棱锥 体 。 如 果 方 法 使 用 得 当 的 话 ， 那 么 每 一 个 圆柱 体 片 都 会 和 
一 个 厚度 相同 的 长 方 体 片 对 应 。 这 些 薄 厂 的 底面 分 别 是 圆锥 体 和 校 锥 体 


的 横 截面 。 


我 们 注意 到 ， 当 像 这 样 切 分 圆锥 体 时 ， 我 们 又 在 大 圆锥 体 的 项 端 创造 了 
一 个 小 圆锥 体 ， 而 且 这 个 小 圆锥 体 和 原来 的 圆锥 体形 状 相同 ， 只 是 更 小 
一 些 。 换 句 话说 ， 它 只 是 原来 的 圆锥 体 等 比例 缩小 了 。 对 棱锥 体 来 说 ， 
情况 也 一 样 。 事 实 上 ， 既 然 原 来 的 圆锥 体 和 校 锥 体高 度 相 等 ， 并 且 小 圆 
锥 体 和 小 棱锥 体 的 高 度 也 相等 ， 因 此 两 者 的 缩放 系数 必然 是 相等 的 。 婚 
0 
然 相 等 。 


事实 上 ， 我 想 得 出 这 样 一 个 结论 ， 即 无 论 我 们 在 什么 高 度 上 进行 切 分 ， 
圆锥 体 和 棱锥 体 都 会 有 相等 的 横 堆 面积。 当 遇 到 这 种 情况 时 ， 我 更 习惯 


说 它们 有 “相等 的 模 截 面 "?。 不 过 你 应 该 明白 ， 其 实 我 指 的 是 它们 的 横 截 
面 面 积 相 等 ， 并 不 是 说 横 截面 的 形状 必然 相同 。 因 此 ， 按 照 我 的 表达 习 
惯 ， 在 任意 高 度 上 ， 圆 锥 体 和 校 锥 体 都 有 相等 的 横 截 面 。 


这 说 明 ， 在 我 们 所 用 的 体积 的 近似 表示 中 ， 对 应 的 圆柱 体 和 长 方 体 有 者 
相等 的 横 截 面 。 同 时 ， 由 于 它们 的 厚度 也 相同 ， 所 以 它们 的 体积 必然 也 
相等 。 因 此 ， 每 一 个 注 的 圆柱 体 都 和 对 应 的 长 方 体 有 着 完全 相等 的 体 
中。 特别 地 ， 所 有 圆柱 体 片 的 体积 之 和 也 必然 与 所 有 长 方 体 片 的 体积 之 
和 相等 。 这 表明 ， 无 论 我 们 将 圆锥 体 和 棱锥 体 切 分 成 多 少 片 ， 它 们 体积 
的 近似 值 总 是 相等 的 。 


随 着 所 切 出 的 薄片 变 得 越 来 越 注 ， 这 些 近 似 值 将 会 同时 荧 近 圆锥 体 的 体 
积 和 棱锥 体 的 体积 。 因 此 ， 两 者 的 体积 必然 相等 。 换 句 话说 ， 圆 锥 体 的 
体积 等 于 与 它 等 蜗 、 等 克 面 积 的 棱锥 体 的 体积 。 

在 前 面 的 推导 中 ， 我 特别 喜欢 的 是 ， 我 们 并 不 需要 去 寻找 这 些 近 似 序列 
中 的 模式 ， 只 需要 知道 它们 彼此 是 相等 的 。 通 过 进行 恰当 选 定 的 比较 ， 
我 们 成 功 地 避 开 了 难度 很 大 的 代数 计算 。 


为 了 得 出 更 好 的 推导 结果 ， 让 我 们 把 圆锥 体 放 进 一 个 等 蜗 、 等 底面 的 圆 
柱 体 中 。 这 和 前 面 我 们 将 棱锥 体 放 进 盒子 中 的 做 法 十 分 类 似 。 


CT 
\ 
pe 


既然 圆柱 体 和 盒子 有 着 相等 的 底面 积 和 高 度 ， 那 么 两 者 的 体积 也 必然 相 
等 。 特 别 地 ， 与 棱锥 体 一 样 ， 圆 锥 体 的 体积 也 必然 正好 是 装着 它 的 圆柱 
体 体 积 的 三 分 之 一 。 


我 们 应 该 怎样 度量 圆锥 体 的 表面 积 ? 























你 能 在 立方 体 的 模 截面 中 找 出 一 个 正六 边 形 吗 ? 


不 过 ， 最 终 的 结果 表明 ， 圆 锥 体 的 情形 只 是 冰山 上 的 一 角 。 这 种 比较 的 
想法 实在 是 相当 普 裔 。 任 何 立 体 的 物体 都 能 够 用 一 堆 注 的 (广义 圆柱 
体 片 来 近似 ， 而 且 在 经 过 适当 地 处 理 后 ， 如 果 两 个 物体 在 切 分 时 在 任意 
高度 邦人 能 够 有 相 志 的 异 截 面 ， 那 么 办 殉 法 将 会 保证 这 两 个 物体 的 体积 相 





这 个 结论 非常 的 古老 ， 同 时 也 很 漂 避 。 我 们 一 般 称 之 为 卡 孔 列 里 原理 
虽然 它 最 初 是 由 阿 基 米 德 发 现 的 ， 但 在 十 七 世纪 三 十 年 代 又 被 伽利略 
的 学 生 博 纳 文 图 拉 ' 卡 瓦 列 里 重新 发 现 ) 。 该 原理 的 思路 并 不 是 去 计算 
体积 ， 而 是 去 比较 体积 ， 其 中 关键 的 一 点 是 选择 合适 的 物体 来 比较 。 








为 了 应 用 卡 瓦 列 里 原理 ， 我 们 需要 在 空间 中 这 样 摆 放 两 个 物体 ， 以 便 对 
每 一 个 水 平 截面 来 说 ， 两 个 物体 相应 的 横 截 面 总 是 有 相等 的 面积 。《〈 特 
别 是 ， 两 个 物体 的 高 度 必 须 相 等 。) 这 确保 了 无 论 圆柱 体 的 近似 值 变 得 
多 么 精确 ， 两 者 的 体积 总 是 一 致 的 。 


同时 ， 理 解 下 面 这 一 点 也 很 重要 ， 即 这 并 不 是 两 个 物体 具有 相等 体积 的 
ee 


遗憾 的 是 ， 卡 瓦 列 里 原理 并 不 适用 于 表面 积 。 对 体积 来 说 ， 一 堆 圆 柱 体 
薄片 是 一 个 很 好 的 近似 值 选择 ， 但 对 表面 积 来 说 ， 它 却 并 不 是 一 个 合适 
的 近似 值 选择 。〔 实 际 上 ， 这 一 点 比较 微妙 。〉 总 之 ， 有 很 多 这 样 的 物 
体 ， 它 们 有 相等 的 模 截 面 ， 但 它们 的 表面 积 却 并 不 同 。 你 能 够 找 出 一 些 
这 样 的 物体 吗 ? 


你 能 够 找 出 两 个 模 截 面相 等 ， 但 表面 积 却 不 同 的 物体 吗 ? 
































你 能 够 为 平面 上 的 面积 想 出 相应 的 卡 瓦 列 里 原理 吗 ? 


为 什么 我 们 不 能 够 如 上 图 所 示 的 那样 使 用 穷竭 法 ， 从 而 度量 出 正方 形 
的 对 角 线 长 度 ? 


应 用 卡 瓦 列 里 原理 的 一 种 相当 简单 的 情形 是 当 两 个 物体 有 相同 的 横 截 面 
时 。 这 就 是 说 ， 不 但 横 截面 的 面积 相等 ， 而 且 模 截面 的 形状 也 相同 。 


上 图 中 的 两 个 盒子 ， 有 着 相同 的 正方 形 研 面 ， 并 且 高 有 度 也 相等 ， 只 是 其 
中 一 个 是 直立 的 ， 而 另 一 个 是 倾斜 的 。 如 有 果 只 看 横 截 面 的 话 ， 我 们 会 发 
现 它们 的 横 截面 总 是 相同 的 一 一 都 是 与 底面 相同 的 正方 形 。 不 同 的 横 截 


面 好 像 只 是 移 到 了 新 的 位 置 ， 但 其 形状 仍然 保持 不 变 。 通 过 卡 瓦 列 里 原 
理 我 们 知道 ， 这 两 个 盒子 的 体积 相等 。 


这 里 关键 的 一 点 是 ， 只 要 我 们 只 是 简单 地 移动 不 同 的 横 和 截面 《我 们 甚 全 








可 以 进行 旋转 ) 而 保持 它们 的 面积 不 变 ， 那 么 这 两 个 物体 的 体积 也 就 会 
人 


那么 ， 倾 糙 的 棱锥 体 的 情况 又 会 怎样 呢 ? 又 或 者 倾斜 的 圆锥 体 呢 ? 我 们 
甚至 可 以 设想 有 一 种 广义 圆锥 体 ， 它 的 克 面 可 以 是 任意 形状 ， 但 其 模 截 
面 会 随 着 高 度 的 增高 而 变 小 ， 并 最 终 在 东 一 高 度 处 变 成 一 个 点 。 














如 末 我 们 再 构造 这 样 一 个 棱锥 体 ， 其 底面 积 和 高 度 都 与 广义 圆锥 体 的 相 
等 。 运 用 前 面 的 等 比例 缩放 论证 方法 ， 我 们 能 够 得 出 两 者 相应 的 横 截 面 
相等 。 这 说 明 ， 任 意 广 义 圆锥 体 的 体积 都 正好 是 相应 的 广义 圆柱 体 体 积 


网 全 人 和 


立方 体 六 个 面 上 的 对 角 线 正好 形成 了 一 个 正四 面体 ， 那 么 此 正四 面体 
占 立 方 体 体积 的 比例 是 多 少 ? 


正 多 面体 的 体积 是 多 少 ? 其 他 对 称 多 面体 的 体积 又 该 如 何 计 算 ? 


假设 有 两 个 相同 的 圆柱 体 垂直 相交 ， 它 们 的 交集 会 是 什么 样子 ， 该 交 
集 的 体积 又 是 多 少 ? 大 是 三 个 圆柱 体 两 两 垂直 相交 ， 和 情况 义 会 怎样 ? 
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卡 瓦 列 里 原理 的 一 个 最 令 人 瞩目 的 应 用 发 生 在 卡 瓦 列 里 本 人 出 生 的 两 千 
年 前 ， 这 就 是 阿 基 米 德 对 球 的 体积 的 度量 。 





我 一 直 认 为 球体 是 人 能 想象 的 最 简单 ， 也 是 最 精致 的 几何 体 。 它 是 完 
对 称 的 ， 球 面 上 的 每 个 点 到 球 心 的 距离 都 相等 。 和 圆 一 样 ， 我 们 将 球面 
上 的 点 到 球 心 的 距离 称 为 球 的 半径 。 


我 们 的 想法 是 构造 一 个 在 被 同一 平面 所 截 时 和 球体 有 相等 截面 积 的 不 同 
几何 体 。 然 后 应 用 卡 瓦 列 里 原理 ， 我 们 就 能 够 得 出 这 两 者 的 体积 相等 。 
人 

3 








让 我 们 设 球 体 的 半径 为 r， 然 后 看 看 是 全 能 够 求 出 各 个 截面 的 面积 。 表 
设想 在 大 圆 的 上 方 ， 有 一 水 平面 ， 其 高 度 为 hp， 与 球体 相 截 。 


由 此 我 们 得 到 一 个 圆 形 的 横 截 面 ， 令 该 圆 的 半径 为 ga。 显而易见 ，a 的 
大 小 取决 于 水 平 截面 的 高 度 h。 当 水 平 截面 穿 过 球体 的 中 心 时 ， 横 截面 
就 是 整个 大 圆 ， 此 时 高 度 疡 为 0， 而 圆 的 半径 a 则 和 球 的 半径 > 相等 。 随 
者 水 平 截面 高 度 ) 不断 增 加 ， 圆 形 横 规 面 变 得 越 来 越 小 ， 半 径 a 也 随 之 
变 小 。 最 后 ， 在 球体 的 北极 点 ，a 的 取 值 为 0， 同 时 截面 也 会 缩小 为 一 


三 要 


我 们 需要 精确 地 知道 横 截 面 的 面积 是 怎样 地 取决 于 高 度 h。 圣 运 的 是 ， 
这 并 不 是 太 困 难 。 


我 们 知道 ， 横 截面 边缘 上 的 任意 一 点 到 球 心 的 距离 均 为 r， 有 日 边 h、a 和 r 
形成 一 个 直角 三 角形 ， 其 中 h、a 为 直角 边 ，r 为 斜 边 。 应 用 毕 达 哥 拉 斯 
定理 ， 我 们 有 下 式 成 立 : 


可 如 7 
a +h =7* 


这 也 就 是 说 ， 横 截 圆 的 面积 关 








如 :9 可 如 可 
Td = 57r oh )=7r xh’ 


上 式 有 一 个 很 好 的 几何 解释 。 它 表明 圆 形 截面 的 面积 等 于 半径 为 r 的 
的 面积 减 去 半径 为 h 的 圆 的 面积 。 换 句 话 说 ， 即 外 半径 r 与 内 半径 h 所 形 
成 的 圆 环 的 面积 。 














随 看 模 截面 高 度 h 的 增加 ， 这 个 “ 浅 末 圆 环 ” 变 得 越 来 越 注 ， 圆 环 的 外 半 
径 保持 不 变 ， 但 内 半径 却 越 来 越 大 。 阿 基 米 德 认识 到 ， 这 些 圆 环 正 好 是 
一 个 圆柱 体 挖 去 一 个 同 底面 同 遇 的 圆锥 体 后 所 截 得 的 截面 。 


该 圆柱 体 的 底面 半径 为 "， 高 也 为 r; 圆锥 体 的 底面 半径 和 高 与 圆柱 体 的 
相等 ， 也 均 为 r。 这 使 得 圆锥 体 任意 一 个 截面 的 半径 与 其 高 度 相 等 ， 而 
这 一 高 度 正 是 我 们 所 期 望 的 * 流 区 圆 环 ” 的 内 半径 。 因 为 圆 环 的 外 半径 始 
终 为 r， 我 们 可 以 得 出 阿 基 米 德 的 判断 是 正确 的 。 











至此， 我 们 已 经 可 以 构造 在 任意 高 度 和 球体 有 首相 同 截 面积 的 新 几何 
体 。 我 们 只 需要 把 两 个 上 述 挖 去 圆锥 体 后 的 圆柱 体 放 在 一 起 就 可 以 了 ， 
其 中 一 个 对 应 着 球体 的 上 半 部 分 ， 男 一 个 对 应 看 下 半 部 分 。 也 束 是 说 ， 
我 们 得 到 了 一 个 挖 去 两 个 圆锥 体 后 的 圆柱 体 。 


ES 


由 于 这 两 个 几何 体 在 任意 相同 的 高 度 有 着 相 等 的 截面 积 ， 应 用 卡 瓦 列 里 
原理 ， 它 们 的 体积 必然 相等 。 怎 么 样 ， 很 伟大 吧 ! 


里 要 的 是 ， 怎 样 计算 圆锥 体 和 国 柱 体 对 我 们 而 证 是 已 知 的 。 由 十 每 个 加 
维 体 的 体积 是 其 对 应 的 半 个 圆柱 体积 的 三 分 之 ， 两 个 圆锥 体 的 体积 相 
加 也 必然 是 整个 圆柱 体积 的 三 分 之 一 。 因 此 ， 阿 基 米 德 所 求 的 球体 的 体 
积 是 整个 圆柱 体积 的 三 分 之 三。 注意 到 圆柱 体 的 底面 半径 和 高 度 与 球体 
的 半径 和 高 度 相 等 ， 我 们 可 以 得 出 阿 基 米 德 很久 之 前 就 已 得 出 的 结论 
一 个 球体 的 体积 正好 是 刚好 能 够 容纳 它 的 圆柱 体 体积 的 三 分 之 
































这 是 一 个 精妙 绝伦 的 计算 。 当 然 ， 如 果 愿 意 ， 我 们 可 以 将 球体 的 体积 写 


成 仅 含 其 半径 的 表达 式 。 刚 好 容纳 球体 的 圆柱 体 的 体积 关 


v1 
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4 
因此 半径 为 r 的 球体 的 体积 是 3 
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一 呈 
Nn7? 


内 切 球体 的 体积 占 立 方 体 体积 的 几何 ? 该 比例 超过 一 半 吗 ? 


请 证 明 半 球体 中 的 圆锥 体 体积 刚好 是 其 体积 的 一 半 。 


现在 已 经 有 了 一 个 球体 ， 让 我 们 再 来 计算 一 下 它 的 表面 积 。 前 面 处 理 圆 
时 ， 我 们 用 多 边 形 来 近似 贺 形 的 面积 与 周 长 。 在 这 里 ， 我 们 将 模仿 处 理 
圆 时 所 采用 的 技术 ， 使 用 多 面体 来 近似 球体 。 














我 们 怎么 用 多 面体 来 近似 球体 并 不 是 特别 重要 ， 只 要 多 面体 的 面 能 够 变 
得 越 来 越 小 ， 这 样 束 能 保证 多 面体 的 体积 和 表面 积 能 够 不 断交 近 球体 的 
体积 和 表面 积 。 为 了 使 问题 更 简单 ， 我 们 假设 多 面体 的 每 个 面 均 是 三 角 
形 。 


为 了 计算 此 多 面体 的 体积 ， 我 们 将 多 面体 分 成 小 块 。 如 果 从 球 心 连 线 到 
每 个 面 的 三 个 顶 皮 ， 我 们 能 够 得 到 许多 细 的 棱锥 体 。 


这 


此 多 面体 的 体积 是 所 有 这 些小 棱锥 体 的 体积 之 和 。 这 与 我 们 将 用 来 近似 
圆 形 的 多 边 形 切 成 许多 小 三 角形 类 似 。 


人 至此， 我 们 得 到 了 计算 的 思路 。 这 些小 棱锥 体 的 高 与 球体 的 半径 r 非 党 
接近 ， 因 此 每 个 棱锥 体 的 体积 大 约 是 半径 乘 以 确 面 积 后 的 三 分 之 一 。 将 
所 有 棱锥 体 的 体积 相 加 ， 我 们 得 到 该 多 面体 的 体积 大 约 是 半径 乘 以 它 的 





表面 积 后 的 三 分 之 一 。 虽 然 这 只 是 一 个 近似 的 取 值 ， 因 为 这 些小 棱锥 体 
的 高 度 和 球体 的 竺 径 并 不 完全 相等 ， 但 随 着 棱锥 体 的 底面 积 越 来 越 小 ， 
它 越 来 越 接近 真实 的 值 。 

















a 
这 意味 着 ， 对 于 球体 来 说 ， 体 积 积 V 和 表面 积 正好 满足 等 区 机 
如 果 更 近 一 步 ， 与 公式 7 联 立 ， 我 们 得 到 
S = 4rr? 








-20 的 计算 。 它 表明 球体 的 表面 积 正好 是 球体 大 圆 面积 的 四 








请 证 明 球 体 的 表面 积 正 好 是 刚好 能 够 容纳 它 的 圆柱 体 的 表面 积 的 三 分 


球 缺 (spherical cap ) 的 体积 和 表面 积分 别 是 多 少 ? 
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接 下 来 ， 我 想 要 告诉 你 公元 四 世纪 初期 一 个 相当 精妙 的 数学 发 现 ， 此 时 
几何 学 的 古典 时 期 已 接近 尾声 。 该 想法 最 初出 现在 古 希 腊 几 何 学 家 亚 历 
山大 港 的 帕 普 斯 (Pappus of Alexandria， 生 活 于 公元 320 年 左右 ) 的 数学 
著作 集中 。 


不 得 不 承认 ， 从 一 开始 ， 我 就 对 进入 这 一 主题 有 一 些 担心 。 这 是 因为 ， 
这 一 主题 的 茶 些 方面 处 理 起 来 相当 棘手 ， 而 我 也 并 不 是 很 清楚 应 该 怎样 
去 解释 。 (或 许 其 中 也 有 一 些 我 不 得 不 直接 放弃 的 难点 。) 


Ws 我 指 的 面包 圈 的 形状 ， 而 不 是 它 作为 一 种 零 








截至 目前 ， 对 于 所 讨论 的 形状 ， 我 们 并 不 需要 特别 精确 地 去 描述 。 它 们 
都 由 平面 或 空间 中 的 点 以 某 种 虽 简 单 但 却 不 失 优美 的 方式 组 成 。 对 于 像 
球体 、 圆 锥 体 或 矩形 这 样 的 概念 ， 我 们 都 十 分 地 熟悉 。 但 面包 团 到 底 是 
什么 样子 呢 ? 


通常 ， 我 喜欢 这 样 考虑 ， 设 想 有 一 个 圆 围 绕 者 空间 中 的 一 条 直线 旋转 ， 
由 此 便 形 成 了 面包 图。 





这 种 抽象 的 几何 学 中 的 面包 圈 ， 我 们 称 之 为 圆 环 体 (torus， 拉 丁 语 “ 执 
子 ” 的 意思 ) 。 圆 环 体 是 由 一 个 圆 治 着 空间 中 的 圆 形 路 径 运动 一 周 的 轨 
迹 所 形成 的 物体 。 

我 认为 这 是 一 个 意义 重大 的 想法 ， 是 一 种 通过 忆 一 个 形状 的 运动 来 描述 
一 个 形状 的 新 方法 。 它 不 但 同 我 们 提供 了 像 圆 环 体 这 样 未知 的 奇异 的 形 
状 ， 同 时 也 人 允许 我 们 用 一 种 新 的 角度 来 思考 那些 我 们 熟悉 的 物体 。 比 

如 ， 立 方 体 就 可 以 看 成 是 由 正方 形 沿 着 直线 路 径 运 动 而 形成 的 。 


~ 人 





JN、 


有 时 ， 我 也 到 欢 将 正方 形 想 象 成 一 种 史前 动物 。 数 百 万 年 前 ， 它 兽 沿 看 
一 条 直线 路 径 绥 慢 讨 行 ， 立 方 体 正 是 它 兽 经 兰 和 天 挣扎 过 的 “化 石 记 录 ”。 
男 一 个 出 现在 我 脑海 中 的 画面 则 是 雪 地 中 的 足迹 ， 而 矩形 就 是 一 根 同 侧 
面 移动 的 树枝 所 留 下 的 “足迹 ”。 





| 





总 之 ， 天 键 的 一 点 在 于 ， 我 们 可 以 将 很 多 漂亮 的 形状 视 为 菜 种 运动 的 统 
果 。 





你 能 够 想 出 能 将 圆柱 体 视 为 运动 结果 的 两 种 不 同 运动 方式 吗 ? 


我 们 关心 的 问题 是 ， 以 这 样 的 角度 来 思考 是 否 有 助 于 我 们 对 形状 的 度 
量 。 这 可 以 说 是 几何 学 中 反复 出 现 的 一 个 主题 的 一 部 分 ， 即 描述 与 度量 
之 间 的 关系 。 一 个 物体 的 度量 怎样 地 取 雇 于 我 们 描述 它 的 方式 ? 
特别 是 ， 如 宁 一 个 物体 能 够 通过 某 个 简单 形状 的 运动 得 到 ， 那 么 该 物体 
的 度量 值 与 形状 以 及 运动 方式 义 有 着 怎样 确切 的 联系 。 早 在 十 六 个 世纪 
之 前 ， 亚 历 山大 港 的 帕 普 斯 束 已 经 提出 了 这 个 问题 。 下 面 ， 我 想 试 着 问 
你 叙述 他 的 伟大 发 现 。 


我 想 从 前 一 节 我 们 度量 球体 时 所 看 见 的 菠 欧 圆 环 开始 。 








我 们 正在 讨论 的 是 两 个 同心 圆 之 间 的 空间 。 像 这 样 的 区 域 ， 我 们 称 之 为 
圆 环 (annulus， 拉 了 丁 语 “ 和 戒指 ”的 意思 ) 。 自 然而 然 地 ， 我 们 可 以 认为 圆 
环 是 从 一 个 大 圆柱 中 前 去 了 一 个 同心 的 小 圆 盘 。 





劝 一 方面 ， 我 们 也 可 以 将 圆 环 看 成 是 由 一 根 树 校 沿 痢 圆 形 路 径 运动 一 周 
清扫 出 来 的 ， 残 像 是 扫 雪 机 统 着 一 标 树 在 扫 雪 。 


当然 ， 如 果 这 根 树枝 (或 这 台 扫 雪 机 )〉 沿 着 直线 路 径 运 动 ， 那 么 清扫 出 
的 结果 将 会 是 一 个 和 矩形。 现在， 我 们 可 以 将 圆 环 和 和 矩形 看 成 是 同一 个 思 
路 的 两 种 相关 的 实现 一 一 都 是 由 一 根 树枝 的 运动 而 形成 的 形状 。 这 一 后 
相当 有 意思 ， 因 为 如 果 从 几何 形状 来 看 ， 圆 环 和 甜 形 之 间 的 差异 非 第 明 
显 。 比 如 ， 如 果 你 想 要 将 一 个 窍 形 弯曲 成 一 个 圆 环 ， 结 果 肯 定 不 会 太 
好 : 靠 里 面 的 边 将 会 变 得 太 弯 曲 ， 而 靠 外 面 的 边 则 可 能 会 断裂。 看 起 
来 ， 这 并 不 是 一 幅 课 腕 的 景象 。 


关于 圆 环 和 和 抢 形 ， 另 一 个 令 人 关注 的 问题 是 ， 我 们 该 怎样 比较 它们 的 面 
具 。 假 定 我 们 拿 起 一 根 树枝 ， 让 它 治 着 圆 形 路 径 运动 从 而 形成 圆 环 。 那 
么 ， 如 果 沿 看 直线 路 径 运 动 ， 为 了 清扫 出 相同 的 面积 ， 和 直线 路径 的 长 度 
应 该 是 多 少 呢 ? 这 正 是 骨 普 斯 曾经 疑惑 过 的 问题 。 




















直线 路 径 的 正确 长 度 将 会 处 于 圆 环 的 内 圆周 长 和 外 圆周 长 之 间 ， 我 想 这 
样 的 预期 是 很 合理 的 。 一 个 很 目 然 的 猜测 是 内 圆 和 外 圆 之 间 的 中 间 圆 的 
周 长 。 假 定 我 们 合理 安排 这 个 “平均 ” 贺 ， 从 而 使 它 的 周 长 正 好 和 矩形 的 
长 度 相等 。 那 么 ， 它 们 的 面积 也 必然 相等 吗 ? 


结 末 表明 ， 的 确 是 这 样 。 事实 上 ， 有 一 种 很 好 的 理解 这 个 结论 的 方法 ， 
它 与 古巴 比 伦 人 的 平方 差 公式 有 关 ， 即 2 一 = (f+) (Ty), 


下 面 就 是 具体 的 思路 。 圆 环 的 面积 完全 由 它 的 内 圆 半 径 和 外 圆 半径 决 
定 ， 假 定 我 们 用 R 表示 外 圆 半 径 ， 用 "表示 内 圆 半 径 。 由 于 圆 环 的 面积 
是 两 个 加 的 面积 之 差 ， 因 此 ， 我 们 得 出 圆 环 的 面积 为 rR? 一 Tr”。 


为 了 知道 矩形 的 面积 ， 我 们 需要 知道 树 校 的 长 度 和 直线 路 径 的 长 度 。 树 
枝 的 长 度 很 容易 算出 ， 它 的 值 就 是 R -r+。 你 想到 了 其 中 的 原因 吗 ? 而 经 
过 圆 环 中 间 的 圆 ， 从 它 的 半径 正好 是 圆 环 内 圆 半径 和 外 圆 半 径 的 平均 值 
这 个 意义 上 来 说 ， 可 以 算得 上 是 一 个 平均 圆 。 换 句 话 说 ， 中 间 圆 的 半径 
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由 于 圆 的 周 长 始 终 是 其 半径 的 2n 倍 ， 因 此 ， 直 线路 径 的 长 度 〈( 也 就 是 秆 
形 的 长 度 ) 必然 是 


对 
2 Fu 十 7) = 二 TX{ 民 十 7) 





最 后 ， 矩 形 的 面积 等 于 其 长 度 和 宽度 的 乘积 ， 也 就 是 
fr( 忆 十 7)( 玉 一 7r) = 和 (2 一 7 有) 一下 本 一 7 


该 值 正好 等 于 圆 环 的 面积 。 我 很 高 兴 地 看 到 ， 代 数 和 几何 在 这 里 联系 了 
0 





一 种 好 的 思考 该 结论 的 方式 是 ， 我 们 可 以 将 中 间 圆 看 成 是 树枝 的 中 点 沿 
大 圆 形 路 径 运 动 时 留 下 的 轨迹 。 换 句 话 说 ， 真 正 重 要 的 是 树枝 的 中 扣 所 
移动 的 距离 。 有 具体 来 次 ， 我 们 及 现 ， 如 果 一 根 树 校 的 中 点 沿 着 圆 形 路 径 
运动 一 定 的 距离 ， 那 么 该 树枝 所 经 过 的 面积 和 沿 着 笔直 路 人 径 运 动 同样 距 
离 时 的 一 样 。 无 论 是 哪 一 种 情况 ， 树 枝 所 经 过 的 面积 都 刚好 是 其 长 度 与 
路 径 长 度 的 乘积 














这 是 描述 方式 《我们 用 树 权 的 运动 来 描述 圆 环 ) 影 啊 度 量 结果 《面积 以 
一 种 简洁 的 方式 取决 于 树枝 和 路 径 的 长 度 〉 的 一 个 很 好 示例 。 正 如 我 所 
说 的 ， 几 何 学 关注 的 正 古 描述 和 度量 之 间 的 关系 。 


我 们 可 以 更 进一步 地 研究 这 个 例子 。 设 想 我 们 推动 该 树 校 “通过 它 的 中 
扩 ) ， 使 其 沿 着 任意 的 路 径 运 动 。 


那么 ， 我 们 所 得 出 的 结论 仍然 适用 吗 ? 我 们 能 够 说 它 所 经 过 区 域 的 面积 
和 路 径 是 笔直 时 的 面积 是 一 样 的 吗 ? 该 面积 正好 是 树 校 的 长 度 与 路 径 长 
度 的 乘积 吗 ? 又 或 者 我 们 只 是 在 碰 运 气 ? 


事实 上 ， 无 论 路 径 有 着 什么 样 的 形状 ， 该 结论 都 是 正确 的 。 让 我 试 试 是 
个 能 够 将 此 解释 清楚 。 首 先 ， 需 要 注意 的 是 ， 该 结论 适用 于 局 部 的 圆 形 
路 径 ， 也 就 是 弧 形 路 径 。 





这 是 因为 ， 弧 长 与 其 经 过 区 域 的 面积 比 和 整个 圆 环 与 加 环 面积 的 比 是 相 
等 的 。 特 别 是 ， 该 结论 对 于 很 小 的 环形 “路 径 段 ?以 及 特别 细 长 的 矩形 路 
径 段 也 成 立 。 我 们 的 想法 是 ， 可 以 将 这 些 一 小 段 一 小 段 的 路 径 组 合 在 一 
起 以 形成 更 复杂 的 形状 。 





树 校 的 中 点 所 经 过 的 各 种 不 同 路 径 段 ， 包 括 很 短 的 环形 路 段 和 笔直 路 
段 ， 组 合 在 一 起 就 能 够 形成 一 条 很 长 的 路 径 。 通 过 对 这 些 路 径 进行 适当 
地 组 合 ， 我 们 可 以 开辟 出 一 条 和 任何 我 们 需要 的 路 段 无 限 近 似 的 路 径 。 


特别 是 ， 我 们 能 够 通过 创建 这 样 的 无 穷 近似 序列 使 自己 开辟 出 的 路 径 总 
长 度 马 近 我 们 需要 的 路 径 。 由 此 ， 我 们 聚集 的 所 有 一 小 段 路 径 的 总 面积 
也 将 会 允 近 我 们 需要 的 区 域 的 真实 面积 。 既 然 面积 的 近似 值 是 树枝 的 长 
度 与 路 径 长 度 的 乘积 ， 并 且 随 者 近似 值 精确 程度 的 提高 ， 该 关系 也 依然 
成 立 ， 那 么 对 于 我 们 所 考虑 的 真实 区 域 ， 该 天 系 也 必然 成 六 。 再 一 次 
地 ， 穷 章法 帮助 了 我 们 。 


运动 的 树 校 所 经 过 的 面积 等 于 其 长 度 与 它 的 中 点 所 移动 的 距离 的 乘积 ， 
这 就 是 由 普 斯 所 得 出 的 结论 。 通 过 上 面 给 出 的 示例 ， 我 们 也 看 到 了 该 结 
论 广泛 的 适用 性 。 


不 过 ， 我 们 也 需要 注意 以 下 几 上 后。 第 一 点 是 ， 为 了 应 用 该 结论 ， 树 枝 必 
须 总 是 和 筷 的 运动 方 癌 保持 垂直 。 如 有 果 我 们 用 力 的 方向 和 树 校 所 成 的 角 
度 不 是 直角 ， 那 么 我 们 就 不 能 够 应 用 此 结论 。 











例如 ， 帕 普 斯 定理 对 于 倾斜 的 平行 四 边 形 就 并 不 适用 。 我 们 的 形状 是 通 
过 局 部 的 环形 和 和 矩形 拼接 起 来 的 (至 少 可 以 近似 地 这 样 认 为 )， 并 且 其 
中 树 校 和 路 径 总 是 相互 垂直 的 ， 这 是 由 普 斯 定理 所 能 够 处 理 的 唯一 运动 
方式 。 我 们 需要 说 记 ， 垂 直 运动 是 应 用 由 普 斯 定理 的 一 个 必要 条 件 。 














另外 一 点 ， 就 是 和 目 相交 问题 。 


如 末路 径 转 这 的 幅度 过 大 ， 那 么 部 分 区 域 就 会 经 过 两 次 ， 因 此 ， 这 些 重 
登 区 域 的 面积 就 会 被 计算 两 次 。 所 以 只 要 一 直 保 持 和 垩 直 运 动 ， 并 且 没 有 
和 急剧 地 转弯 ， 那 我 们 就 能 够 放心 地 使 用 由 普 斯 定理 。 


运动 的 树枝 所 形成 区 域 的 周 长 是 多 少 ? 
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好 了 ， 那 么 面包 圈 的 情况 又 会 怎样 呢 ? 既然 圆 环 体 可 以 看 成 是 由 圆 绕 着 
圆 形 路 径 运动 时 形成 的 ， 那 么 我 们 不 妨 再 看 看 同样 的 圆 洛 着 笔直 路 径 运 
动 时 所 形成 的 物体 。 换 句 话说 ， 也 残 是 圆柱 体 。 











与 之 前 不 同 的 是 ， 这 一 次 的 扫 雪 机 是 一 个 贺 形 。 事 实 上 ， 更 准确 地 说 ， 
征 一 整个 圆 盘 ， 一 个 用 实体 填充 的 圆 。〈 人 们 通 冲 的 习惯 是 ， 用 "加 
形 ” 这 个 词 表示 曲线 本 身 ， 而 用 "“ 圆 盘 ? 这 个 词 表示 圆 形 所 包围 的 区 

域 。) 因此 ， 当 推荐 圆 盘 经 过 一 堆积 雪 ， 厦 分 别 沿 看 圆 形 和 直线 两 条 路 
径 推动 ， 我 们 就 会 推出 一 个 圆 环 体 和 一 个 圆柱 体 。 


与 前 一 节 类 似 ， 由 此 很 自然 地 产生 下 面 这 个 问题 : 如 果 要 和 圆 环 体 的 体 
积 相等 ， 那 么 圆柱 体 的 长 度 应 该 是 多 少 ? 我 们 注意 到 ， 当 圆 盘 沿 着 圆 环 
体 运动 时 ， 它 上 面 所 有 的 点 都 会 在 空间 中 形成 圆 形 的 路 径 ， 而 且 这 些 加 
形 路 径 的 长 度 都 不 尽 相 同 。 那 么 ， 哪 一 个 才 是 圆 环 体 的 正确 长 度 呢 ? 


前 面 我 们 处 理 圆 环 时 的 经 验 表 明 ， 这 些 圆 形 路 径 的 平均 值 可 能 是 这 个 问 
题 的 正确 答案 。 换 名 话说， 也 惑 是 圆 盘 的 圆心 所 形成 的 路 径 。 














设想 经 过 适当 地 处 理 之 后 ， 圆 柱 体 的 长 度 正 好 与 穿 过 圆 环 体 中 心 的 圆 形 
的 周 长 相 等 。 这 样 ， 就 会 有 同样 的 圆 熏 移动 同样 的 距离 这 样 的 情况 发 
生 ， 只 是 以 两 种 不 同 的 方式 ， 一 种 是 作 直 线 运动 ， 另 一 种 是 作 圆周 运 
动 。 那 么 ， 两 者 所 形成 的 体积 必然 相等 吗 ? 


事实 上 ， 两 者 的 确 相 等 。 下 面 我 将 癌 你 展示 理解 这 一 结论 的 一 个 不 错 的 
方法 ， 该 方法 使 用 了 卡 瓦 列 里 原理 。 为 了 应 用 该 原理 ， 我 们 需要 设想 ， 
我 们 将 两 个 物体 水 平地 切 分 成 了 注 片 。 


SS 


对 于 圆柱 体 来 说 ， 它 的 横 截 面 并 不 是 很 难 想 象 ， 其 所 有 的 模 截 面部 是 矩 
形 。 这 些 矩 形 有 着 相 同 的 长 度 ， 该 长 度 即 是 圆柱 体 的 长 度 ; 而 矩形 的 宽 
度 则 取决 于 模 截 面 的 高 度 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 从 圆柱 体 的 圆 形 底面 中 得 
ee 


相对 而 言 ， 圆 坏 体 的 横 截面 就 要 稍微 复杂 一 些 ， 它 们 都 是 环形 。 随 看 横 
截面 高 度 的 变化 ， 环 形 的 内 圆 和 外 圆 的 大 小 也 在 不 停 地 变化 。 然 而 另 一 
方面 ， 这 些 圆 环 的 中 间 圆 却 都 是 相同 的 。 由 于 圆 的 对 称 性 ， 所 有 经 过 圆 
盘 的 水 平 切 片 都 是 中 心 对 称 的 。 因 此 ， 上 所 有 圆 环 的 中 间 圆 的 周 长 都 相 














有 
等 。 





这 表明 ， 圆 环 体 和 圆柱 体 的 横 截 面 很 容易 比较 。 如 果 在 相等 的 高 度 切 

分 ， 我 们 将 会 得 到 一 个 圆 环 和 一 个 窍 形 ， 并 且 两 者 的 宽度 和 长 度 均 相 

等 。 所 以 它们 的 面积 也 必然 相等 。 既 然 无 论 在 什么 高 度 该 结论 都 成 立 ， 
因此 ， 通 过 卡 瓦 列 里 原理 ， 我 们 就 能 够 得 出 这 两 个 圆 环 体 和 圆柱 体 的 体 
积 也 必然 相等 。 


通过 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 出 由 圆 盘 沿 厦 圆 形 路 径 运 动 所 形成 的 圆 环 体 的 
体积 刚好 等 于 圆 盘 的 面积 与 路 径 长 度 的 乘积 。 因 此 ， 假 设 有 一 个 半径 
为 a 的 贺 ， 其 圆心 沿 着 半径 为 b 的 圆 形 路 径 运动 ， 那 么 所 形成 的 圆 环 体 
的 体积 可 以 通过 计算 下 式 得 到 : 
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这 可 以 说 是 由 普 斯 原理 的 一 个 成 功 应 用 。 在 这 里 ， 中 心 的 概念 再 一 次 发 
挥 了 重要 的 作用 。 还 需要 注意 的 一 点 是 ， 在 运动 时 圆 盘 必 须 总 是 与 其 运 
动 方 回 保持 垂直 。 


和 前 面 一 样 ， 通 过 将 由 局 部 的 圆 环 体 和 圆柱 体 组 成 的 路 径 作 为 近似 值 ， 
我 们 也 可 以 将 此 结论 推广 到 空间 中 的 任意 路 笃 。 因 此 ， 任 何 由 圆 盘 垂直 
地 治 着 罕 过 其 圆心 的 路 径 运 动 时 所 形成 的 物体 ， 其 体积 总 能 够 通过 将 圆 
盘 的 面积 与 路 径 长 度 相 乘 得 到 。 


由 普 斯 在 此 基础 上 又 迈 出 了 重要 的 一 步 ， 他 用 任意 的 平面 形状 蔡 换 了 圆 
盘 ， 更 进一步 地 推广 了 这 一 结论 。 








让 我 们 设想 ， 有 一 个 固定 大 小 的 平面 形状 在 空间 中 运动 ， 该 形状 总 是 与 
它 的 运动 方向 保持 垂直 ， 由 此 形成 了 一 个 模样 古怪 的 物体 。 帕 普 斯 发 
现 ， 即 使 是 这 样 的 物体 ， 它 的 体积 也 同样 遵循 我 们 前 面 所 得 出 的 模式 : 





其 体积 等 于 该 平面 形状 的 面积 与 某 一 路 径 长 度 的 乘积 。 上 自然， 这 里 的 路 
径 指 的 是 这 个 平面 形状 的 平均 点 所 经 过 的 路 径 。 但 是 ， 平 面 形状 的 平均 
扩 到 底 义 是 什么 意思 呢 ? 


对 于 圆 形 或 者 正方 形 这 样 的 对 称 形状 ， 我 们 有 一 个 很 明确 的 候选 项 ， 那 
就 是 形状 的 中 点 。 但 对 于 那些 不 对 称 的 形状 ， 中 点 又 是 哪里 呢 ? 


mM 


结果 表明 ， 无 论 一 个 物体 有 着 什么 样 的 形状 ， 我 们 都 有 一 种 方法 来 定义 
它 的 中 点 。 中 点 甚至 还 有 一 个 很 好 的 物理 性 质 ， 那 就 是 : 如 果 你 将 手指 
放 在 中 点 的 位 置 上 托 起 一 个 物体 ， 那 么 该 物体 将 会 处 于 平衡 状态 。 每 种 
形状 都 只 有 一 个 这 样 的 点 ， 我 们 称 之 为 形 心 〈 与 此 相对 应 的 物理 概念 是 
质心 ) 。 几 何 学 家 的 问题 就 是 怎样 才能 使 这 个 概念 上 共有 纯粹 的 抽象 意 

义 ， 因 为 几何 物体 部 是 我 们 想象 出 来 的 ， 实 际 上 它们 并 没有 质量 或 具有 
平衡 的 能 力 。 能 够 找 出 形 心 是 令 人 惊奇 的 ， 但 想 要 解释 清楚 却 并 不 是 那 
么 容易 。 我 想 ， 还 是 将 下 面 的 问题 当 作 一 个 不 错 的 开放 性 研究 题目 ， 留 
给 你 来 完成 吧 。 


我 们 应 该 怎样 定义 一 个 形状 的 形 心 呢 ? 在 由 普 斯 定理 成 立 的 情况 下 ， 
我 们 能 够 给 出 形 心 的 定义 吗 ? 


总 之 ， 重 点 是 每 一 个 物体 都 有 一 个 形 心 ， 而 由 普 斯 的 伟大 发 现 则 是 : 由 
平面 形状 的 运动 所 形成 的 立体 物体 的 体积 ， 正 好 等 于 这 个 平面 形状 的 面 
积 与 其 形 心 运动 轨迹 长 度 的 乘积 。《〈 当 然 ， 前 提 是 必须 要 满足 下 面 两 个 
条 件 : 一 是 形状 始终 与 其 运动 方向 保持 垂直， 二 古 不 存在 由 于 急剧 地 转 
弯 而 产生 了 目 相 区 。) 值得 注意 的 是 ， 前 面 我们 关于 运动 的 树 校 的 发 现 
也 符合 这 个 更 一 般 的 原理 ， 因 为 树 术 的 形 心 融 是 它 的 中 点 。 






































请 证 明 帕 普 斯 定理 也 适用 于 由 矩形 旋转 一 周 而 成 的 圆柱 体 。 


最 后 ， 让 我 们 来 谈 谈 表面 积 的 问题 。 我 们 怎样 才能 够 度量 出 圆 环 体 的 表 
面积 呢 ? 这 一 次 ， 我 们 感 兴 趣 的 只 是 面包 疾 最 外 层 的 弃 。 需 要 指出 的 
是 ， 是 圆 形 本 里 的 运动 轨迹 形成 了 这 层 皮 ， 而 不 是 圆 盘 。 换 句 话 说 ， 是 
圆周 上 的 点 运动 一 周 最 后 形成 了 我 们 想 要 度量 的 表面 积 。 


结果 再 一 次 表明 ， 访 表面积 和 圆 形 笔直 运动 时 一 样 ， 即 圆 环 体 的 表面 积 
等 于 运动 的 圆 的 周 长 与 中 间 路 径 长 度 的 乘积 。 因 此 ， 前 面 我 们 所 讨论 的 
圆 环 体 的 表面 积 可 由 下 式 计 算得 出 : 


S 一 27Q4X 2TV 


一 般 来 说 ， 由 平面 形状 的 运动 轨迹 所 形成 的 立体 形状 的 表面 积 ， 等 于 该 
平面 形状 的 周 长 与 某 一 特定 点 的 运动 路 径 长 度 的 乘积 。 (我 们 假设 该 形 
状 沿 着 路 径 运动 时 自身 并 不 旋转 。) 在 这 里 ， 起 作用 的 并 不 是 该 平面 区 
域 的 形 心 ， 而 是 周 界 的 形 心 。 


对 于 圆 形 或 其 他 对 称 的 形状 ， 这 两 个 中 心 的 概念 通常 会 重合 。 但 在 一 般 
情况 下 ， 这 两 者 并 不 重合 。 为 了 让 你 有 一 个 大 致 的 了 解 ， 让 我 们 设想 有 
两 个 由 同一 个 平面 形状 所 形成 的 物理 模型 。 其 中 ， 有 一 个 全 部 由 固体 金 
属 组 成 ， 而 另外 一 个 只 是 表面 用 这 种 金属 包 囊 ， 其 内 部 则 填充 一 种 轻 得 
多 的 材料 。 因 此 ， 这 两 个 模型 的 平衡 点 并 不 必然 相同 。 这 听 起 来 可 以 作 
为 刃 外 一 个 不 错 的 研究 题目 。 









































我 们 应 该 如 何 定义 周 长 的 形 心 ? 
我 希望 这 个 题目 并 没有 使 你 太 灰 心 ， 让 你 感觉 无 从 入 手 。 的 确 ， 这 些 想 
法 非常 深奥 ， 也 很 难 解释 清楚 。 同 时 ， 这 些 想法 又 是 如 此 美妙 ， 我 希望 
你 也 能 品 答 品 答 它 们 的 味道 。 


二 ae 
一 个 直角 三 角形 绕 直 角 边 旋转 一 周 可 以 形成 一 个 圆锥 体 。 假 设 帕 普 斯 
定理 是 正确 的 ， 请 问 该 直角 三 角形 的 形 心 在 哪里 ? 


你 能 够 找 出 半 个 圆 熏 的 形 心 吗 ? 半圆 形 的 形 心 又 在 哪里 ? 


17 


截至 目前 ， 我 们 所 讨论 的 形状 ， 比 如 正方 形 、 圆 形 以 及 圆柱 体 等 ， 实 际 
上 都 是 一 些 比较 特殊 的 形状 。 它 们 都 有 以 下 的 特点 ， 那 就 是 简单 、 对 
称 、 容 易 描 述 。 换 句 话 说， 它们 都 很 漂亮 。 事 实 上 ， 我 之 所 以 用 了 " 漂 
亮 ?一 词 来 形容 ， 是 因为 它们 的 确 都 很 容易 描述 。 那 些 看 起 来 最 让 我 们 
贫 心 悦目 的 形状 ， 恰 恰 正 是 那些 只 需要 用 最 少 的 语言 束 能 够 描述 的 形 
状 。 在 几何 学 中 ， 正 如 在 其 他 数学 分 文中 一 样 ， 简 单 即 美 。 


但 要 是 遇 到 一 些 更 复杂 并 且 不 规则 的 形状 呢 ， 我 们 又 该 怎么 办 ? 我 想 ， 
对 于 这 些 形 状 ， 我 们 还 是 需要 处 理 的 。 毕 葛 ， 大 部 分 的 形状 并 不 都 是 这 
样 简单 、 讲 之 。 如 条 只 是 将 视野 局 限于 这 些 最 精致 的 物体 ， 那 么 我 们 肯 
定 会 因此 而 迷失 了 大 的 方 同 。 


就 拿 多 边 形 来 说 吧 。 截 至 现在 ， 我 们 所 讨论 的 几乎 清一色 全 都 是 正 多 边 
形 〈 即 那些 所 有 边 相 等 、 所 有 角 也 相等 的 多 边 形 ) 。 当 然 ， 这 些 形状 肯 
定 是 多 边 形 中 最 床 亮 的 。 但 需要 注意 的 是 ， 还 有 更 多 不 是 正 多 边 形 的 多 
边 形 。 下 图 就 是 一 个 不 是 很 规则 的 多 边 形 。 

















当然 ， 像 这 样 的 多 边 形 更 复杂 一 些 ， 我 们 也 将 不 得 不 付出 更 多 的 努力 。 
这 更 多 的 努力 指 的 是 我 们 需要 更 强大 的 技术 一 一 个 好 看 的 形状 描述 起 来 
也 很 坏 手 。 尽 管 如 此 ， 对 于 正在 讨论 的 这 个 多 边 形 ， 我 们 还 是 需要 用 菏 
种 方法 来 精确 地 摘 述 它 。 如 果 我 们 只 古 用 “看 起 来 像 是 一 顶 帽 子 ” 这 样 的 
i 
可 能 的 。 











描述 一 个 特定 多 边 形 的 最 自然 的 方法 ， 就 是 列 出 该 多 边 形 所 有 角 的 大 小 
和 所 有 边 的 长 度 《〈 当 然 我 们 需要 按照 正确 的 顺序 ) 。 这 样 的 信息 就 像 是 
一 幅 篮 图 ， 它 能 准确 地 确定 我 们 想 要 表示 的 多 边 形 。 


当然 ， 如 宋 你 喜欢 ， 我 们 也 可 以 认为 多 边 形 是 由 路 程 和 转 索 构成 的 一 个 
序列 ， 而 我 们 自己 正 沿 着 多 边 形 的 边界 在 行进 。 


所 有 这 些 转 弯 的 外 角 相 加 ， 其 和 正好 是 一 个 完整 的 周 角 。 妆 然 ， 在 记录 
是 向 左 转弯 还 是 向 右 转弯 时 ， 我 们 必须 要 注意 ， 因 为 这 两 者 的 取 值 符号 
相反 。 比 如 ， 如 果 我 们 沿 着 逆 时 针 的 方 癌 行进 ， 那 么 将 辐 左 的 转弯 记 为 
正 值 而 将 同 右 的 转弯 记 为 负 值 的 做 法 就 是 比较 合理 的 。 这 样 处 理 之 后 ， 
所 有 外 角 相 加 ， 总 和 就 是 一 个 完整 的 周 角 《 逆 时 针 方 向 ) 。 


一 个 多 边 形 的 所 有 内 角 相 加 ， 总 和 是 多 少 ? 


无 论 采用 什么 样 的 方式 来 描述 不 规则 的 多 边 形 ， 终 归 我 们 还 是 需要 度量 
它 的 。 比 如 ， 假 如 已 知 一 个 多 边 形 的 各 角度 数 和 各 边 长 度 ， 我 们 将 会 怎 
样 去 计算 这 个 多 边 形 的 面积 ? 

更 糟糕 的 是 ， 假 如 使 用 这 样 的 方式 来 描述 一 个 形状 ， 很 有 可 能 我 们 得 到 
的 不 是 一 个 多 边 形 。 比 如 ， 可 能 会 有 两 条 边 相 交 于 边 中 间 的 点 而 不 是 端 
点 ， 或 者 有 些 边 在 端点 不 能 够 闭合 。 











那么 要 是 遇 到 这 样 的 形状 ， 我 们 应 该 如 何 处 理 呢 ? 我 们 也 能 够 称 它 们 为 
多 边 形 吗 ? 当 我 们 使 用 “多 边 形 ” 一 词 时 ， 我 们 到 底 想 表达 什么 意思 呢 ? 
当然 ， 这 仅仅 是 一 个 术语 的 问题 ， 这 里 的 问题 并 不 涉及 什么 是 正确 的 ， 
而 在 于 什么 用 起 来 更 方便 。 


让 我 们 扩展 一 下 “多 边 形 ”这 个 词 的 意义 吧 ， 使 它 也 能 够 涵盖 上 面 我 们 所 
提 到 的 这 些 新 形状 。 进 行 这 样 的 扩展 之 后 ， 至 少 我 们 可 以 将 任何 边 长 和 
角度 的 序列 看 成 是 多 边 形 。 如 果 一 个 多 边 形 的 各 条 边 首 尾 相连 ， 我 们 称 
这 样 的 多 边 形 是 闭合 的 ; 如 果 一 个 多 边 形 的 各 条 边 不 相交 ， 我 们 则 称 这 
样 的 多 边 形 是 简单 的 。 因 此 ， 前 面 我 们 称 为 多 边 形 的 形状 ， 现 在 我 们 应 
该 称 之 为 简单 闭合 多 边 形 。 

忆 之 ， 由 此 产生 了 下 面 这 个 有 意思 的 问题 ， 如 果 已 知 一 个 多 边 形 的 各 边 
长 度 和 各 个 角度 ， 我 们 应 该 怎样 判断 该 多 边 形 是 简单 的 或 是 闭合 的 ? 
这 里 的 关键 是 ， 角 上 度 和 边 长 并 不 是 完全 独立 的 一 一 它们 之 间 有 关 微 妙 的 
关联 。 比 如 ， 如 果 我 们 想 要 一 个 多 边 形 是 闭合 的 ， 那 么 我 们 就 必须 对 它 
的 边 长 和 角度 做 出 一 些 限制 。 


如 条 一 个 简单 闭合 四 边 形 的 所 有 角 都 是 直角 ， 那 么 它 的 边 长 必须 满足 
作 估 二 人体 

一 般 来 说 ， 处 理 多 边 形 的 最 好 策略 是 将 它 切 分 成 几 块 ， 我 们 称 之 为 多 边 

形 的 剂 分。 特别 地 ， 我 们 总 是 能 够 将 一 个 多 边 形 剂 分 成 多 个 三 角形 。 








剖 分 能 够 帮 我 们 将 任何 关于 多 边 形 的 问题 转化 为 天 于 多 个 (数目 有 可 能 
很 大 ) 三 角形 的 问题 。 例 如 ， 简 单 财 合 多 边 形 的 面积 就 等 于 所 有 剂 分 出 
的 三 角形 的 面积 之 和 。 想 要 理解 多 边 形 ， 其 实 我 们 只 需要 理解 其 中 最 简 
单 的 一 种 一 一 三 角形 。 这 真 的 很 不 错 ! 无 论 如 何 ， 我 更 愿意 多 花 精 力 去 
思考 三 角形 。 道 理 很 简单 ， 相 比较 而 言 ， 三 角形 更 简单 ， 而 简单 总 是 要 
比 复杂 好 。 





请 简短 地 列 出 几 个 长 度 和 角度 。 为 了 判断 由 此 得 到 的 多 边 形 是 否 财 


合 ， 你 需要 解决 哪些 三 角形 问题 ? 


给 定 三 角形 三 条 边 的 中 点 ， 我 们 能 够 根据 这 三 个 中 点 画 出 原来 的 三 角 
形 吗 ? 如 果 是 四 边 形 ， 情 况 又 会 怎样 ? 
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对 三 角形 的 研究 ， 我 们 称 之 为 三 角 学 (trigonometry， 项 腊 语 “三 角形 度 
量 ” 的 意思 ) 。 三 角 学 主要 研究 三 角形 的 各 个 量 之 间 的 相互 关系 角 
度 、 边 长 和 面积 。 例 如 ， 三 角形 的 面积 怎样 取决 于 它 的 三 条 边 ? 三 角形 
的 各 条 边 与 各 个 角 之 间 又 有 什么 样 的 关系 ? 

关于 三 角形 ， 第 一 件 值得 我 们 注意 的 事情 是 ， 三 角形 完全 由 它 的 三 条 边 
决定 。 如 果 你 告诉 我 三 条 边 的 长 度 ， 那 么 我 就 能 够 准确 地 知道 你 说 的 是 
哪个 三 角形 。 与 其 他 多 边 形 不 同 ， 三 角形 具有 稳定 性 。 

是 否 任意 的 三 条 边 都 能 够 组 成 一 个 三 角形 ? 


假定 我 们 有 这 样 一 个 三 角形 ， 它 的 三 条 边 长 分 别 是 a、b 和 c 当然， 这 
三 条 边 是 在 选 定 一 个 合适 的 单位 后 度量 出 来 的 ) 。 
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那么 ， 该 三 角形 的 面积 是 多 少 呢 ? 无 论 该 面积 是 多 少 ， 可 以 肯定 的 是 该 
面积 只 取决 于 边 长 a、b 和 c 。 既 然 边 长 唯一 地 决定 了 这 个 三 角形 ， 边 长 
肯定 也 决定 了 它 的 面积 。 男 一 方面 ， 三 角形 的 周 长 则 简单 地 是 三 条 边 相 
加 之 和 。 那 么 ， 面 积 是 否 也 有 一 个 类 似 的 代数 表达 式 呢 ?如 果 有 的 话 ， 
E40 更 为 重要 的 是 ， 我 们 怎样 才能 够 求 出 该 面积 表达 
陈 ? 


让 我 们 用 一 种 目 然 的 方法 开始 面积 表达 式 的 探索 吧 。 首 先 ， 从 三 角形 上 
边 的 项 点 向 底 边 作 一 条 垂 线 。 
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我 们 称 该 垂 线 为 高 Ah。 于是， 三 角形 的 面积 4 就 可 以 表示 为 





A= En 
2 
这 样 ， 问 题 就 变 成 了 怎样 用 边 a、b 和 c 来 表示 高 h。 


在 我 们 开始 之 前 ， 我 想 谈 一 谈 我 们 应 该 抱 有 什么 样 的 期 望 。 我 们 的 问题 

是 ， 在 已 知 三 条 边 的 情况 下 求 出 一 个 三 角形 的 面积 。 在 平等 地 对 待 三 条 

边 的 意义 上 ， 这 个 问题 可 以 说 是 完全 对 称 的 ;三 条 边 中 ， 并 没有 哪 一 条 

边 更 “特殊 ”。 特 别 是 ， 这 个 问题 本 身 并 没有 涉及 底 边 。 这 意味 着 ， 在 代 

数 上 ， 无 论 最 终 的 面积 表达 式 是 怎样 的 ， 符 号 a、b 和 c 在 表达 式 中 必然 

A 
村 小 余 。 


另外 我 们 注意 到 ， 由 于 等 比例 缩放 对 三 角形 面积 的 影响 方式 ， 我 们 所 得 
出 的 面积 公式 必然 是 二 次 齐 次 式 。 也 就 是 说 ， 如 果 我 们 用 放大 后 的 边 

长 rq、rb 和 rc 蔡 换 原来 的 边 长 Q、b 和 c， 那 么 这 必然 会 使 整个 表达 式 的 
值 扩 大 r “ 倍 。 因 此 ， 我 们 可 以 期 望 由 a、b 和 c 所 表示 的 面积 表达 式 将 会 
是 对 称 的 和 齐 次 的 。 比 如 ， 它 可 能 看 起 来 是 这 个 样子 4= 叶 十 刀 十 c-。 

但 遗憾 的 是 ， 该 表达 式 可 能 并 不 会 这 样 简 单 。 接 下 来 ， 就 让 我 们 去 看 看 
它 的 庐山 真面目 。 


注意 到 高 将 奔 边 分 成 两 部 分 ， 我 们 令 这 两 部 分 分 男 
的 三 角形 就 被 切 分 成 了 两 个 下 角 三 角形 。 











| 是 x 和 y。 这 样 ， 原 始 
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运用 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 我 们 就 能 够 得 出 天 于 x、y 和 h 的 等 式 。 但 愿 我 们 
能 够 从 这 些 天 系 式 中 获得 足够 的 信息 ， 从 而 求解 出 x、y 和 h 。 我 们 有 以 
下 等 式 成 立 : 





T+Yy= oe, 
| n) 4 
TI 十 1 一 ao 


vy 译本 二 六 


这 看 起 来 有 点 像 天 书 。 等 式 中 有 这 么 多 的 字母 和 符号 ， 我 们 必须 在 头脑 
中 牢 牢 记 住 每 一 个 字母 或 符号 的 意义 和 状态 。 其 中 ，a、b 和 c 表示 原始 
三 角形 的 三 条 边 ， 假 定 它们 各 自 的 取 值 我 们 从 一 开始 就 知道 。 另 一 方 
面 ， 符 号 x、y 和 h 则 是 未 知 的 ， 它 们 各 自 的 取 值 我 们 目前 并 不 知道 。 我 
们 必须 求解 上 面 的 方程 组 ， 从 而 得 出 这 些 未 知 数 。 这 样 ， 我 们 才能 
用 a、b 和 c 来 明确 地 表示 x、y 和 hh。 


一 般 来 说 ， 只 要 有 足够 的 方程 ， 这 样 的 问题 几乎 总 是 能 够 解决 的 。 一 个 
不 错 的 经 验 法 则 是 ， 要 想 求 解 这 样 的 方程 组 ， 方 程 的 数目 至 少 要 等 于 未 
知 数 的 数目 《虽然 这 并 不 能 够 保证 一 定 可 以 解 出 方程 组 ) 。 回 到 我 们 的 
问题 ， 既 然 未 知 数 和 方程 的 个 数 都 是 三 ， 因 此 求解 该 方程 是 可 能 的 。 当 
人 
武之 地 。 


首先 ， 我 们 需要 计算 出 x 和 y 的 取 值 。 通 过 重新 整理 方程 ， 看 看 你 是 否 
能 够 得 出 如 下 等 式 : 




















这 样 ， 我 们 就 知道 了 三 角形 的 底 边 怎样 被 分 成 了 两 部 分 一 一 高 和 底 边 的 
交点 与 底 边 中 点 的 距离 刚好 为 (4 一”)/2c<。 该 距离 是 偏 左 还 是 偏 右 ， 则 
取决 于 a 和 b 哪 一 个 更 大 。 


下 一 步 ， 我 们 则 要 求 出 高 h。 受 h 在 方程 中 出 现 方式 的 影响 ， 要 是 我 们 
处 理 甩 的话， 实际 上 会 更 容易 一 些 。 事 实 上 ， 为 了 使 问题 更 简单 ， 我 们 
可 以 将 x 重新 表示 为 (“+ 中 一 的 /2c， 再 利用 等 式 忆 + 大 =o， 由 此 我 们 


日 
得 出 
可 
D D DAN = 
D D D D cC 十 性 一 扩 
h* = a” 4 
2C 


注意 ， 这 个 表达 式 并 不 对 称 。 这 部 分 是 由 于 我 们 选 定 了 c 作为 确 边 ， 而 有 
则 是 该 底 边 上 的 高 ， 所 以 对 c 的 处 理 与 对 a 和 b 的 不 同 《〈 该 表达 式 不 对 称 
还 因为 我 们 只 用 到 了 x 和 h 之 间 的 关系 式 ， 并 没有 使 用 涉及 y 的 关系 


Ry 
好 了 ， 现 在 我 们 可 以 得 出 面积 4 了。 再 一 次 地 ， 在 这 里 处 理 和 ?要 更 方便 
一 些 。 既 然 面积 的 公式 是 3 "， 因 此 我 们 能 够 得 出 


器 ] 口 ， 了 了 ] D 也 1 n ce a? SS b> 
A* = ch’ = -ca’ CC 
4 4 4 2c 


只 到 这 一 步 ， 我 们 并 不 是 很 满意 。 虽 然 我 们 成 功 地 度量 出 了 三 角形 的 面 
上 ， 但 这 样 的 代数 表达 陈 在 感官 上 是 无 法 接受 的 。 首 先 ， 该 表达 式 是 不 
对 称 的 ， 其 次 ， 它 看 起 来 比较 吓人 。 对 于 像 三 角形 面积 这 样 自然 的 事 
物 ， 会 以 一 种 这 样 难看 的 方式 取决 于 它 的 边 长 ， 我 本 能 地 觉得 难以 置 
信 。 我 们 肯定 能 够 用 一 种 更 好 看 的 形式 来 重新 表示 这 个 难看 的 表达 式 。 


注意 到 整个 表达 式 能 够 写成 平方 关 的 形式 ， 那 么 就 让 我 们 从 这 一 步 开 始 
吧 。 表 示 成 平方 兰 的 形式 后 ， 我 们 有 



































为 了 使 等 式 更 简单 ， 让 我 们 在 等 式 两 边 同 时 乘 以 16 以 去 除 令 人 讨厌 的 分 
母 ， 我 们 得 到 


16.42 = (2ac)? 一 [cz 十 双 一 让 )2 


现在 ， 等 式 有 了 明显 的 改善 。 运 用 平方 关公 式 ， 我 们 可 以 《聪明 地 ) 将 
等 式 整理 为 


16.42 = (2ac 十 (ce? +a— b)) (2ac 和 (ce? 于 人 二 思 )) 
( (@ 十 2ac 十 c”) 一 所 ) (bP 一 (a 一 2ac 十 c)) 


二 ((a 十 c) 一 bp)(p? — (aC— c)’). 


ee 


16.42 = (Q 十 c 十 pa+c 一 b+Qa 一 cj 一 Q 十 c). 
好 了 ， 现 在 看 起 来 更 像 是 结果 了 。 我 们 终于 看 到 了 对 称 ， 等 式 现在 也 变 


得 相当 漂亮 。 


当然 ， 在 数学 内 容 上 其 实 我 们 并 没有 真正 改变 任何 东西 。 对 于 面积 怎样 
取决 于 边 长 ， 这 些 等 式 所 表达 的 含义 完全 相同 面积 和 边 长 之 间 的 关 
系 ， 并 没有 因为 我 们 做 了 这 些 灵活 的 代数 恒 等 变 换 而 改变 。 改 变 的 ， 只 
是 等 式 相 对 于 我 们 的 含义 。 是 我 们 自己 想 要 将 这 些 信息 整理 成 看 起 来 更 
有 意义 的 形式 ， 三 角形 本 身 并 不 关心 等 式 的 形式 。 无 论 我 们 选择 用 什么 
样 的 方式 去 描述 ， 三 角形 的 性 质 并 不 会 因此 而 改变 。 我 们 可 以 这 样 认 

为 ， 代 数学 只 是 心理 上 的 需要 ， 它 并 不 影响 真理 ， 它 影响 的 只 是 我 们 与 
真理 之 间 的 关系 。 另 一 方面 ， 数 学 关乎 的 并 不 仅仅 是 真理 ， 而 是 完美 的 
真理 。 只 是 得 出 三 角形 的 面积 公式 并 不 足够 ， 我 们 还 需要 面积 公式 很 漂 
亮 。 现 在 ， 我 们 终于 如 愿 以 偿 。 


最 后 ， 为 了 得 出 面积 4， 我 们 只 需要 将 表达 式 除 以 16， 然 后 开平 方 。 注 
意 到 由 于 乘积 中 共有 四 项 ， 所 以 除 以 16 与 每 一 项 都 除 以 2 等 价 。 因 此 ， 
三 角形 的 面积 公式 变 成 了 如 下 的 样子 : 
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我 必须 要 承认 ， 这 个 式 子 看 起 来 有 些 复 林 。 不 过 ， 在 我 们 匆忙 做 出 结论 
前 ， 我 们 必须 记 住 的 是 ， 这 个 公式 给 出 了 任意 三 角形 的 面积 ， 无 论 它 有 
独 什么 样 的 大 小 或 形状 。 无 论 如 何 ， 这 是 一 个 不 小 的 成 就 。 只 要 三 角形 
的 面积 和 边 长 之 间 存 在 代数 关系 ,我们 就 应 该 感到 庆 焉 ， 更 不 用 说 这 个 
代数 关系 还 是 如 此 简单 。 相 对 其 作用 而 言 ， 这 个 公式 实在 是 相当 简练 。 


事实 上 ， 通 过 引入 一 个 适当 的 中 间 变量 ， 我 们 可 以 使 公式 变 得 更 加 洒 

。 我 们 引入 中 间 变 量 s， 令 ”24 +?+5， 换 句 话 说 ，s 代表 三 角形 
赂 长 的 一 举世 被 称 为 半 膨 长 》。 这 样 ， 三 角形 的 面积 就 可 以 简单 地 表 
不 为 : 





ot 





A= Vs( s—a)ls—b)(ls—c). 


这 个 漂亮 的 公式 最 初出 现在 古 希 腊 数 学 家 亚历山大 港 的 海伦 (Heron of 
Alexandria， 后 活 于 公元 60 年 左右 〉 的 著作 里 。 正 是 由 于 这 个 原因 ， 访 
公式 也 被 称 为 海伦 公式 (事实 上 ， 这 个 公式 被 发 现 的 时 代 要 比 海伦 所 在 
的 时 代 古 老 得 多 ， 阿 基 米 德 很 有 可 能 已 经 知道 了 这 个 公式 ) 。 当 然 ， 不 
会 有 哪 一 位 古典 的 几何 学 家 会 像 我 们 这 样 探讨 这 个 问题 ， 在 他 们 生活 的 
时 代 ， 表 年 用 不 到 这 么 多 的 代数 。 我 之 所 以 想 用 这 样 的 方式 推导 出 这 个 
公式 ， 是 因为 这 样 更 直接 ， 同 时 也 辐 我 们 提供 了 代数 与 几何 相 结合 的 另 
一 个 不 错 的 例证 。 


无 论 如 何 ， 现 在 我 们 有 了 一 种 度量 任意 三 角形 面积 的 方法 。 只 需要 得 到 
三 条 边 的 长 度 ， 然 后 将 它们 代入 海伦 公式 ， 这 样 我 们 就 能 够 求 出 三 角形 
的 面积 。 例 如 ， 如 果 三 角形 的 三 条 边 长 分 别 是 3、5 和 6， 则 它 的 面积 是 


V56。 











你 能 够 找 出 两 个 不 同 但 其 面积 和 周 长 却 相等 的 三 角形 吗 ? 


人 


如 果 一 个 三 角形 的 边 长 分 别 是 a、b 和 c， 请 求 此 三 角形 内 切 圆 的 半 
全， 
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在 几何 学 中 ， 我 们 关注 的 最 基本 的 问题 是 长 度 与 角度 之 间 的 关系 。 例 
如 ， 设 想 我 们 走 了 一 段 距离 ， 然 后 扔 了 一 个 弯 ， 接 着 又 走 了 一 段 距离 。 
那么 ， 现 在 我 们 离 起 点 是 多 远 呢 ? 





另 一 种 思考 该 问题 的 方法 是 ， 设 想 我 们 将 两 根 树枝 的 一 端 握 在 一 起 。 





如 采 我 们 将 两 根 树 校 分开 ， 增 大 树枝 间 的 角度 ， 则 树 权 的 万 一 端 会 离 得 
更 远 ; 反之 ， 使 两 根 树枝 靠近 ， 则 树 权 的 吃 一 端 将 会 离 得 近 些 。 那 么 ， 
树 校 间 的 角度 和 树 权 另 一 端的 距离 之 间 到 撒 有 独 什 么 样 的 关系 呢 ? 这 或 
许 才 是 所 有 几何 问题 中 最 基本 的 一 个 问题 。 


当然 ， 我 们 可 以 将 这 个 问题 看 成 是 一 个 三 角形 问题 。 本 质 上 ， 我 们 是 在 
问 ， 三 角形 的 边 怎 样 地 取决 于 它 所 对 应 的 角 。 


或 许 ， 现 在 是 时 候 该 引入 合适 的 三 角形 标记 方法 了 。 这 种 标记 方法 用 小 
写字 母 a、b 和 c 表示 三 角形 的 三 条 边 ， 而 用 大 写字 母 A、B 和 C 表示 相 
应 的 小 写字 母 所 表示 的 边 的 对 角 。 具 体 的 标记 方法 如 下 图 所 示 : 

















b 


该 方法 的 意义 在 于 ， 这 样 我 们 就 可 以 很 容易 地 记 住 哪个 角 和 哪个 边 相 
对 。《〈 当 然 ， 我 们 的 想法 并 不 依赖 于 所 使 用 的 具体 符号 ， 但 交流 是 否 顺 
畅通 常会 依赖 于 我 们 所 使 用 的 符 写 。) 


因此 ， 现 在 的 问题 是 : 给 定 三 角形 的 两 条 边 a 和 b， 那 么 另外 一 条 边 c 与 
其 对 角 C 之 间 会 有 什么 样 的 关系 呢 ? 
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当 C 是 直角 时 ， 通 过 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 我 们 知道 c = a + 万。 但 如 果 C 
并 不 是 一 个 直角 呢 ? 那 时 情况 又 会 怎样 ? 


首先 ， 让 我 们 假定 C 比 直 角 小 ， 即 是 锐角 。 为 了 得 到 譬如 c 的 长 度 ， 通 
第 的 做 法 是 从 项 点 妃 回 底 边 b 作 一 条 垂 线 ， 这 样 c 就 变 成 为 了 直角 三 角 
形 的 长 边 〈 即 斜 边 ) 。 





b 


事实 上 ， 截 至 目前 ， 我 们 只 有 一 种 度量 长 度 的 方法 ， 那 就 是 想 办 法 让 一 
这 也 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 如 此 重要 的 原因 所 
人 


实际 上 ， 还 有 另外 一 种 度量 长 度 的 方法 ， 前 面 在 处 理 正 五 边 形 的 对 角 
线 时 我 们 曾 使 用 过 。 那 是 一 种 什么 方法 呢 ? 

和 前 面 一 样 ， 让 我 们 称 该 垂 线 为 高 Pp， 它 将 底 边 分 成 的 两 部 分 称 为 x 和 

y。 








c 
Xx y 
由 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 我 们 得 出 
已 = 妈 十 也 
当然 ， 实 际 上 我 们 想 要 得 到 的 是 c 怎样 取决 于 边 a、b 和 角 C 的 关系 式 。 
既然 三 十 民 ==e 且 T+y 二 b， 因 此 我 们 可 以 用 a? - 安 鞭 换 h， 同 时 用 b -x 


丛 换 y， 由 此 得 到 


了 D 可 7 了 2 2 
一 (b 二 ， TT) 二 a —T 二 a + 1 20 工 . 


注意 该 等 式 与 毕 达 哥 拉 斯 定理 之 间 的 相似 性 一 一 项 2bx 必然 是 对 角 C 不 
征 和 直角 时 的 某 种 修正 。 我 们 应 该 将 该 公式 看 成 是 对 任意 角度 均 适 用 的 广 
义 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 而 不 仅仅 是 只 针对 直角 。 

当然 ， 该 公式 目前 的 形式 并 不 能 令 人 满意 ， 其 中 有 两 个 最 显著 的 原因 : 
一 是 公式 中 的 a 和 b 并 不 对 称 而 它们 应 该 是 对 称 的 ) ， 二 是 角 C 并 没 
有 在 公式 中 出 现 。 本 质 上 ， 现 在 的 问题 就 变 成 了 长 度 x 到 底 是 多 少 。 


下 面 ， 让 我 们 更 进一步 地 看 看 这 个 涉及 边 x、a 和 角 C 的 直角 三 角形 。 


























xX 





值得 注意 的 是 ， 角 C 和 和 斜 边 a 完全 地 决定 了 这 个 直角 三 角形 。 事 实 上 ， 
只 需要 知道 角 C 我 们 就 已 经 足以 将 该 直角 三 角形 确定 下 来 。 这 是 因为 ， 
三 角形 的 三 角 之 和 总 是 等 于 半 个 周 角 ， 如 果 我 们 知道 了 直角 三 角形 中 的 
一 个 锐角 ， 那 么 我 们 自然 也 就 知道 了 男 外 一 个 锐角 。 


特别 地 ， 这 意味 着 我 们 所 讨论 的 三 角形 可 以 通过 对 一 个 角 为 c 而 斜 边 为 1 
的 直角 三 角形 进行 等 比例 缩放 《缩放 系数 为 a) 而 得 到 。 





水 





因此 ， 为 了 求 出 x， 我 们 只 需要 将 标记 为 * 的 边 的 长 度 乘 以 缩放 系数 qa。 
所 以 x= ax， 三 角形 第 三 边 的 公式 也 变 成 为 


9 可 9 ， 
c=a’ +b:— 2ab+*. 


这 里 的 关键 是 ， 边 * 的 长 度 只 取决 于 角 C， 而 与 边 a 和 b 无 天 。 现 在 等 式 
变 对称 了， 同时 也 揭示 了 边 c 只 取决 于 男 外 两 条 边 。 我 们 剩 下 的 任务 ， 

就 是 要 解决 边 * 怎 样 精确 地 取决 于 角 C 的 问题 。 值 得 注意 的 是 ， 这 个 问 
题 只 涉及 和 直角 三 角形 ， 与 我 们 从 一 开始 残 讨论 的 原始 三 角形 无 关 。 


这 里 ， 有 一 些 很 有 意思 的 地 方 。 关 于 一 般 三 角形 的 问题 ， 现 在 已 经 简化 
成 了 关于 直角 三 角形 的 问题 。 这 是 一 种 普 衣 模式 的 一 部 分 ， 将 多 边 形 简 
化 成 三 角形 ， 再 将 三 角形 简化 成 直角 三 角形 。 只 要 我 们 能 够 搞 清楚 直角 
三 角形 ， 理 解 多 边 形 的 方方面面 就 不 再 是 问题 。 


现在 ， 我 们 遇 到 了 如 下 的 基本 问题 : 已 知 直角 三 角形 中 一 个 角 的 角度 ， 
且 其 和 斜 边 为 1， 则 它 的 两 条 直角 边 分 别 是 多 少 ? 




















直角 三 角形 的 直角 边 ， 我 们 有 时 称 之 为 股 。 在 我 们 的 例子 中 ， 两 条 股 的 
长 度 仅 取决 于 该 角 的 度数 。 生 直方 癌 的 股 ， 即 该 角 的 对 边 ， 一 般 我 们 称 
之 为 该 角 的 正 苞 〈 如 果 将 三 角形 看 成 是 你 的 虹 子 的 话 ， 那 么 这 个 部 位 束 
是 你 的 盟 窦 )。 和 该 角 相 邻 的 股 ， 我 们 称 之 为 该 角 的 余弦 。 我 想 ， 实 际 
上 我 的 意思 是 ， 正 弦 和 余弦 都 是 股 的 长 度 ， 而 不 是 股本 刁 。 (当然 ， 既 
然 我 们 一 直 都 对 这 样 的 差别 不 怎么 区 分 ， 为 什么 现在 又 要 开始 担心 
呢 ! ) 


同时 ， 我 们 也 可 以 认为 正弦 和 余弦 都 是 比例 。 


TX 





邻 边 


一 个 角 的 正弦 是 它 的 对 边 和 和 斜 边 的 比值 ， 而 余弦 则 是 该 角 的 邻 边 和 和 斜 边 
的 比值 。 无 论 斜 边 是 否 为 单位 长 度 ， 该 结论 都 是 成 芯 的 ;同时 该 角度 决 
定 了 此 直角 三 角形 的 形状 ， 而 这 两 个 比值 则 与 缩放 比例 无 关 。 


直角 三 角形 两 个 锐角 的 正弦 和 余弦 之 间 有 着 什么 样 的 关系 ? 
总 之 ， 结 论 是 : 每 一 个 角 都 对 应 着 一 对 仅仅 取决 于 该 角 的 数值 ， 即 正弦 


和 余弦 。 如 果 这 个 角 是 C， 通 常 我 们 会 用 sinC 和 cosC 分 别 表示 这 个 角 的 
正弦 和 余弦 。 有 了 这 样 的 术语 ， 现 在 我 们 可 以 将 公式 改写 为 : 








D D 了 2 
oc =a +b 2abcost 


这 就 是 广义 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 它 将 一 个 三 角形 的 第 三 边 与 其 余 两 条 边 
以 及 它们 之 间 的 夹 角 关联 了 起 来 。 当 然 ， 该 定理 真正 的 作用 只 是 将 一 般 
的 三 角形 问题 转化 为 直角 三 角形 的 问题 ， 而 我 们 仍然 需要 计算 出 这 个 夹 
角 的 余弦 。 同 时 ， 需 要 注意 的 是 ， 实 际 上 我 们 在 这 里 有 一 个 假设 ， 就 是 
角 C 比 直角 小 ， 即 是 一 个 锐角 。 但 如 果 C 不 是 锐角 ， 情 况 又 会 怎样 呢 ? 





当然 ， 我 们 仍然 可 以 作 同 样 的 牌 线 ， 只 不 过 这 一 次 该 垂 线 落 于 三 角形 的 
外 面 且 出 现 了 一 个 新 角 C'"， 该 角 与 原来 的 角 C 相 邻 。 


请 证 明 ， 在 上 图 所 示 的 情况 下 ， 我 们 如 下 的 式 子 有 成 立 ; 
=a +b +2abcosC. 


因此 ， 对 于 更 大 的 钝 角 ， 毕 达 哥 拉 斯 定理 基本 与 前 面相 同 ， 只 是 不 再 是 
减 去 修正 项 2ab cosC， 而 是 加 上 修正 项 2ab cosC '。 


到 了 这里， 取决 于 角 C 是 小 于 、 等 于 或 者 大 于 和 直角， 我 们 似乎 是 过 到 了 三 
种 不 同 的 情况 (也 有 三 个 不 同 的 公式 ) 。 遇 到 这 样 的 事情 ， 总 是 会 令 人 
难堪 ， 毕 部， 一 端 钉 在 一 起 的 两 根 树枝 可 以 随意 地 打开 再 合 上 ， 而 它们 
另 两 端 之 间 的 距离 也 会 不 停 地 变化 。 难 道 就 没有 一 个 更 好 的 、 简 单 的 模 


式 吗 ? 


一 种 解决 方法 是 ， 我 们 直接 灵活 地 运用 定义 。 既 然 cosC( 目 前) 只 是 在 
角 C 小 于 直角 的 时 候 有 定义 ， 那 么 当 角 C 大 于 直角 时 ， 我 们 就 可 以 赋予 
它 任 何 我 们 希望 的 意义 。 我 们 的 想法 是 ， 重 新 定义 cosC， 使 毕 达 哥 拉 斯 
定理 在 上 述 的 三 种 情况 下 都 能 够 成 立 。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 让 模式 来 决 
定 我 们 对 意义 的 选择 。 这 可 以 说 是 贯穿 整个 数学 的 重大 主题 ， 我 们 甚至 
和 听从 模式 的 号 召 ， 并 相应 地 调整 我 们 的 定 
义 和 认 知 。 


如 果 要 这 样 处 理 ， 首 先 ， 我 们 需要 将 直角 的 余弦 定义 为 0〈 这 样 我 们 就 
重新 找 回 了 通常 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 。 然 后 ， 比 较 奇 怪 的 是 ， 当 角 C 大 
于 直角 时 ， 我 们 将 C 的 余弦 定义 为 角 C' 余弦 的 相反 值 ， 其 中 角 C' 与 角 C 
相 邻 ， 是 角 C 的 补 角 。 


这 里 ， 我 们 所 做 的 其 实 是 扩展 余弦 的 定义 。 最 开始 ， 我 们 将 一 个 角 的 余 
弦 定 义 为 与 该 角 相 邻 的 直角 边 的 长 度 。 现 在 ， 当 角 C 太 大 不 能 够 在 直角 


























三 角形 中 存在 时 ， 我 们 也 给 出 了 cosC 的 含义 。 之 所 以 这 样 做 ， 是 因为 
我 们 想 要 有 一 个 统一 的 模式 ， 而 不 是 三 个 不 同 的 模式 。 但 更 重要 的 是 ， 
我 们 让 数学 表达 出 了 它 自己 的 想法 。 和 赁 着 我 们 对 角度 和 长 度 的 需求 的 敏 
锐 感 知 ， 我 们 知道 数学 希望 余弦 能 够 进一步 扩展 ， 并 且 得 知 数学 所 需要 
的 是 什么 样 的 广义 余 强 。 现 在 ， 到 了 我 们 运用 自己 的 洞察 力 来 协调 这 三 
种 不 同 的 情况 时 候 了 。 


一 种 方法 是 ， 设 想 有 一 根 和 地 面 之 间 有 一 定 角 度 的 树 校 (假设 该 树枝 是 
单位 长 度 ) 。 











取决 于 这 个 角度 的 大 小 ， 树 校 影子 的 长 度 可 能 会 或 长 或 短 〈 这 里 ， 我 们 
假设 想象 中 的 太阳 刚好 位 于 头顶 ) 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 看 出 影子 的 长 度 
正好 是 我 们 定义 的 该 角 的 余弦 。 


我 们 发 现 ， 随 着 角度 的 增 大 ， 影 子 会 变 得 越 来 越 短 ， 和 直到 树枝 下 立时 

此 时 树 校 与 地 面 成 直角 ) 影子 的 长 度 变 为 零 。 如 有 果 我 们 继续 扳 动 树 

校 ， 则 影子 又 会 重新 出 现 ， 只 不 过 这 一 次 是 在 另外 一 边 ， 现 在 影子 的 长 
度 变 成 了 该 角 的 补 角 的 余弦 。 


因此 ， 思 考 扩展 后 余弦 定义 的 一 种 不 错 的 方法 是 ， 我 们 可 以 将 角 的 余弦 
重新 定义 为 单位 长 度 树 术 的 影子 ， 这 一 次 我 们 不 仅 会 记录 影子 的 长 度 ， 
还 会 记录 影子 的 方向 。 也 就 是 说 ， 当 影子 与 角度 在 同一 方向 时 ， 我 们 将 
它 记 为 正 数 ， 而 当 影 子 与 角度 的 方向 相反 时 ， 我 们 则 将 它 记 为 负数 。 这 
样 重新 定义 余弦 之 后 ， 对 于 所 有 的 角度 ， 我 们 都 有 一 个 统一 的 毕 达 哥 拉 























斯 定理 : 
=a+b— 2abcosC. 


我 们 从 这 个 公式 中 可 以 得 知 这 样 一 件 事 ， 即 角度 和 长 度 并 不 是 直接 相关 
的 ， 角 上 度 的 信息 必须 要 间接 地 通过 余弦 来 传递 。 这 就 好 比 角度 与 长 度 在 
做 一 项 交易 ， 但 角度 需要 余弦 这 样 一 个 代理 人 在 交易 中 代表 目 己 。 由 于 
角度 和 长 度 各 上 自 生活 在 不 同 的 世界 中 ， 也 说 着 不 同 的 语言 ， 因 此 正弦 和 
余弦 就 可 以 看 作 是 一 本 双语 字典 ， 将 角度 的 度量 区 莫 业 业 地 翻译 成 长 度 


的 度量 。 





请 证 明 ， 如 果 三 角形 的 两 条 边 长 分 别 是 a 和 b， 且 两 边 夹 角 为 ， 


] se 一 
则 其 面积 为 2 sinC l 


0 00 
让 





请 证 明 ， 我 们 可 以 用 正八 面体 和 正四 面体 填充 满 整个 三 维 空间 。 你 还 
能 够 找 出 其 他 使 用 对 称 多 面体 填充 满 整个 三 维 空间 的 方法 吗 ? 





20 
给 定 一 个 角 《 假 定 我 们 用 相对 于 周 角 的 比例 来 表示 这 个 角 ) ， 我 们 怎样 
才能 够 计算 出 它 的 正弦 和 余弦 昵 ?或 者 反 过 来 ， 如 果 我 们 知道 了 一 个 角 
的 正弦 和 余弦 ， 我 们 又 该 怎样 求 出 这 个 角 呢 ? 

1 


有 一 些 角 的 正弦 和 余弦 计算 起 来 相当 容易 ， 比 如 ， 其 中 一 个 角 为 8 (或 
者 说 45 度 ) 的 直角 三 角形 ， 就 是 正方 形 的 一 半 。 


这 表明 ， 这 个 角 的 正 沪 和 余 六 都 等 于 正 万 形 的 过 长 写 对 角 线 之 比 ， 即 


< 
OY 
O 


周 角 的 六 分 之 一 即 60 上 度 角 的 正弦 和 余弦 分 别 是 多 少 ? 


顺便 说 一 句 ， 结 果 表 明 ， 同 时 知道 一 个 角 的 正弦 和 余弦 有 点 多 余 ; 事实 
上 ， 只 要 知道 了 其 中 的 一 个 ， 我 们 束 能 够 推 师 出 男 外 一 个 。 正 弦 和 余弦 
I , 
关系 吗 ? 


一 个 角 的 正弦 和 余弦 之 间 有 着 什么 样 的 关系 ? 


叙述 到 这 里 ， 我 们 会 很 自然 地 想到 去 做 这 样 一 件 事 ， 那 就 是 着 手 去 编制 
包含 各 个 角度 的 正弦 值 和 余弦 值 的 表 。 事 实 上 ， 天 文学 家 和 航海 家 早 在 


六 白 年 前 束 已 经 这 样 做 了 ; 海 船 通常 会 航行 很 长 的 一 段 距 离 ， 因 此 客观 
上 整 需 要 航海 度量 比较 精确 。 


当然 ， 在 那 种 情况 下 ， 你 需要 的 其 实 只 是 近似 值 。45 度 角 的 正弦 大 约 是 
0.7071， 这 样 的 近似 值 对 于 一 般 的 实际 用 途 而 言 已 经 足够 了 。 然 而， 对 
于 学 术 性 的 研究 比如 几何 学 来 说 ， 这 样 的 近似 值 是 不 能 够 满足 要 求 的 。 
如 果 我 们 想 要 上 度量 那些 想象 中 的 完美 形状 “事实 上 ， 我 们 的 确 想 要 这 样 
做 ) ， 那 么 我 们 就 必须 精确 地 计算 出 正弦 和 余 弱 。 


遗憾 的 是 ， 这 件 事 做 起 来 比较 困难 5 即使 当 这 个 角 刚 好 是 一 个 周 角 的 几 


分 之 几时 ， 情 况 仍 然 如 此 。 比 如 ，13 的 正弦 和 余 粥 ， 看 起 来 就 相当 不 美 
观 。 虽 然 我 们 能 够 用 各 种 方 根 来 表示 这 两 个 值 ， 但 坚 无 疑问 的 是 ， 它们 
都 是 无 理 数 ， 而 这 样 的 图 景 显然 算 不 上 美好 。 直 接 称 这 两 个 值 为 13 的 正 
弦 和 余弦 有 反而 更 好 。 


更 糟 六 的 是 ， 如 果 这 个 角 本 喘 束 难以 表示 ， 比 如 说 是 周 角 的 无 理 数 倍 ， 
那么 它 的 正弦 和 余弦 通 间 都 会 是 超越 数 。 这 就 意味 痢 ， 对 村 这 些 介 ， 我 


们 没有 任何 代数 方法 可 以 用 来 表示 它们 。 和 nn 一样， 对 于 像 V17 的 正弦 
这 样 的 数值 ， 我 们 根本 没有 任何 选择 的 余地 ， 只 能 够 承认 没有 更 简洁 的 
表示 方法 了 。 再 一 次 ， 我 们 不 得 不 扩展 我 们 使 用 的 语言 ， 并 学 习 更 好 地 
发 挥 它 的 作用 。 


当 我 们 试 着 通过 正弦 和 余 弱 来 确定 一 个 角 时 ， 关 似 的 事情 再 一 次 发 生 
Ts 例如 ， 在 这 长 为 深 吏 的 3、 4、5 这 个 直角 三 角形 中 ， 其 中 一 个 角 的 


正弦 为 5 而 余弦 为 5。 


























3 
那么 ， 这 个 角 是 多 今 喝 ? 它 襄 周 角 的 比例 义 厦 多 少 ? 簿 他 的 是 ， 结 二 均 


明 ， 这 也 是 一 个 超越 数 。 这 就 是 说 , “ 正 弱 为 5 的 角 ” 这 样 的 描述 ， 不 会 
亚 于 我 们 能 够 得 到 的 任何 描述 。 想 通过 对 3、4 和 5 这 几 个 数 进行 有 限 次 
的 代数 运算 从 而 度量 出 这 个 角度 ， 根 本 就 是 不 可 能 的 。 


总 的 来 说， 这 样 的 情况 令 人 相当 泪 形 《“ 也 有 些 尴 傣 ) 。 在 前 面 的 章节 
中 ， 我 们 成 功 地 将 任意 多 边 形 的 度量 问题 简化 为 下 面 这 个 基本 问题 : 一 
个 角 的 正弦 和 余弦 怎样 地 取决 于 这 个 角 本 里 。 然 而 ， 现 在 我 却 告 诉 你 ， 
(在 一 役 情 况 下 ) 这 个 问题 古 无 法 从 根本 上 解决 的 。 这 并 个 古训 ， 束 个 


会 存在 某 些 漂亮 的 角 ( 如 8 或 者 56) ， 它 们 的 正弦 值 和 余弦 值 就 能 够 用 代 
数 表示 。 不 过 ， 这 样 的 角 的 确 只 是 很 小 的 一 部 分 。 


关于 这 样 的 情形 ， 我 想 其 中 有 趣 的 是 ， 我 们 能 够 提出 完全 目 然 的 几何 学 
问题 ， 但 我 们 自己 却 回答 不 了 。 而 且 ， 我 们 可 以 证 明 它 们 是 无 法 回答 
的 。 换 句 话 说 ， 我 们 知道 了 有 些 事情 是 不 可 知 的 。 或 许 ， 这 也 并 不 是 那 
么 让 人 泪 形 一 一 相反 ， 这 是 人 类 的 一 个 相当 了 不 起 的 成 就 。 


当然 ， 我 并 没有 仔细 解释 ， 我 们 是 怎样 知道 这 些 事情 的 。 让 我 来 说 这 样 
这 样 的 数 是 超越 数 ， 这 当然 很 简单 ， 然 而 ， 让 我 加 你 证 明 为 什么 是 这 样 
则 是 另外 一 回 事 了 。 











所 以 我 处 在 了 一 个 很 不 幸 的 境地 。 诸 如 “r 是 超越 数 ?或 者 “v 2 是 无 理 

数 " 这 样 的 表述 ， 虽 然 我 没有 回 你 具体 地 解释 其 中 的 原因 ， 但 我 很 希望 
你 能 理解 这 些 表 述 中 的 积极 的 一 面 。 当 我 和 我 的 数学 家 同行 说 有 些 事情 
古 不 可 能 的 时 ， 无 论 古 n 不 能 够 用 代数 方法 表示 ， 还 是 不 存在 平方 为 2 的 
分 数 ， 对 于 这 些 我 们 做 不 了 或 无 法 拥有 的 东西 ， 我 们 并 没有 那么 塌 观 。 
我 要 强调 的 是 那些 我 们 所 拥有 的 东西 : 事情 原因 的 解释 。 我 们 都 知道 V2 
是 无 理 数 ， 也 理解 它 为 什么 是 无 理 数 。 事 实 上 ， 我 们 有 完全 合理 的 解释 
一 一 那 就 是 前 面 的 章节 中 毕 达 哥 拉 斯 关于 侦 数 和 奇数 的 论证 。 


几 个 世纪 以 来 ， 和 其 他 艺术 形式 一 样 ， 数 学 的 研究 也 已 经 有 了 相当 的 深 
度 。 它 的 许多 研究 成 果 痢 非 第 复杂， 要 想 正确 地 理解 和 欣赏 这 些 成 果 ， 
我 们 必须 要 经 过 多 年 的 学 习 和 训练 。 不 笠 的 是 ，r 的 超越 性 就 属于 这 种 
情况 。 的 确 已 经 有 不 少 的 证 明 ， 甚 至 其 中 有 些 证 明 相 当 漂 腕 ， 但 这 并 不 
意味 着 ， 在 这 里 我 可 以 很 容易 地 向 你 解释 清楚 。 我 想 ， 在 现 阶 段 ， 你 还 
是 相信 我 的 话 就 好 。 


你 能 够 利用 正 五 边 形 计算 出 五 分 之 一 周 角 的 正弦 和 余弦 吗 ? 
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那么 ， 我 们 想 从 三 角 学 中 得 出 什么 呢 ? 在 最 好 的 情况 下 ， 我 们 希望 能 够 
利用 三 角 学 解雇 任意 给 定 的 三 角形 的 所 有 上 度量 问题 。 一 旦 我 们 知道 了 三 
角形 的 各 个 角度 、 各 边 长 度 以 及 它 的 面积 ， 我 们 就 可 以 声明 ， 已 经 对 这 
个 三 角形 进行 了 完整 的 度量 。 当 然 ， 为 了 明确 讨论 的 到 底 是 哪 一 个 三 角 
形 ， 我 们 必须 要 知道 其 中 的 一 些 量 才 可 以 开始 。 


那么 ， 我 们 a 到底 需 要 多 少 信息 呢 ? 为 了 准确 地 确定 一 个 三 角形 ， 什 么 样 
的 角 和 边 的 组 合 信息 就 足够 了 呢 ? 实际 上 ， 有 下 面 这 样 几 种 可 能 性 。 


己 知 三 条 边 。 在 这 种 情况 下 ， 三 角形 肯定 是 唯一 确定 的 。 然 后 ， 我 们 区 
可 以 运用 广义 毕 达 哥 拉 斯 定理 计算 出 各 个 角 或 者 至 少 是 各 个 角 的 余 

弦 ， 两 者 在 意义 上 等 价 ， 并 且 这 是 我 们 完全 可 以 得 到 的 ) ; 同时， 运用 
海伦 公式 我 们 可 以 直接 用 三 条 边 计算 出 三 角形 的 面积 。 因 此 ， 在 这 种 情 
况 下 ， 我 们 总 是 可 以 完整 地 度量 这 个 三 角形 。 


己 知 两 条 边 。 通 第 ， 只 知道 两 条 边 的 话 ， 我 们 古 不 能 够 确定 一 个 三 角形 
的 ， 除 非 我 们 还 知道 一 些 额外 的 角 的 信息 。 如 果 我 们 知道 了 两 条 边 的 夹 
角 ， 或 者 至 少 是 夹 角 的 余弦 ， 然 后 运用 推广 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 我 们 惑 
能 够 求 出 另外 一 条 边 。 这 样 ， 就 回 到 了 第 一 种 情况 ， 因 此 ， 我 们 能 够 完 
整地 度量 这 个 三 角形 。 不 然 的 话 ， 如 果 我 们 只 知道 一 个 不 是 夹 角 的 角 ， 
那么 我 们 并 不 能 够 唯一 地 确定 这 个 三 角形 。 你 明白 其 中 的 原因 吗 ? 


为 什么 在 一 般 情 况 下 ， 只 知道 两 条 边 和 一 个 不 是 夹 角 的 角 ， 并 不 能 够 
确定 一 个 三 角形 ? 


当然 ， 如 果 我 们 知道 三 角形 的 两 个 角 ， 那 么 情况 就 完全 不 同 了 。 既 然 一 
个 三 角形 的 三 个 角 之 和 总 是 等 于 半 个 周 角 ， 那 么 知道 了 其 中 的 两 个 角 也 
就 相当 于 知道 了 全 部 的 三 个 角 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 知道 了 两 条 边 和 两 个 
角 ， 那 么 我 们 就 能 够 知道 这 两 条 边 的 夹 角 。 因 此 ， 又 和 上 面 的 情况 一 
样 ， 我 们 能 够 确定 这 个 三 角形 。 

己 知 一 条 边 。 这 种 情况 下 ， 信 息 严 重地 缺乏 ， 我 们 必须 要 知道 所 有 三 个 
角 。 只 知道 一 条 边 和 一 个 角 ， 并 不 能 够 满足 我 们 的 要 求 。 为 一 方面 ， 要 
古 知道 全 部 三 个 角 ， 我 们 束 能 够 确定 这 个 三 角形 的 形状 。 不 过 ， 完 整 的 

















三 角形 则 还 取决 于 缩放 比例 。 这 种 情况 下 ， 只 要 知道 三 角形 的 任意 一 条 
边 ， 我 们 就 能 够 完全 锁定 这 个 三 角形 (当然 ， 我 们 也 需要 确定 哪 条 边 和 
哪个 角 相对 〉 。 这 样 ， 接 下 来 的 问题 束 是 计算 出 男 外 两 条 边 的 长 度 。 那 
么 ， 在 已 知 三 角形 的 三 个 角 、 一 条 边 的 情况 下 ， 我 们 应 该 如 何 计 算出 男 
外 两 条 边 呢 ? 


运用 比例 的 思路 来 处 理 这 个 问题 ， 可 以 说 是 一 种 比较 优雅 (同时 也 很 对 
称 ) 的 方法 。 我 们 真正 需要 知道 的 只 是 各 边 相 互 之 间 的 比例 ， 然 后 如 果 
再 知道 任意 一 条 边 的 话 ， 我 们 残 能 够 很 容易 地 计算 出 男 外 两 条 边 。 比 例 
的 好 处 是 ， 它 与 等 比例 变换 无 关 ， 它 只 取决 于 三 角形 的 各 个 角 。 所 以 让 
我 们 重新 表述 一 下 我 们 的 问题 ， 己 知 一 个 三 角形 的 三 个 角 ， 我 们 怎样 能 
够 确定 各 条 边 之 间 的 比例 ? 


如 果 用 我 们 的 标记 惯例 ， 其 实 我 们 提 的 问题 是 : a :b:c 的 比例 怎样 取 
决 于 角 A、B 和 C。 


C 


显而易见 ， 更 长 的 边 会 对 应 更 大 的 对 角 ; 现在 的 问题 是 ， 除 了 这 样 的 表 
述 ， 我 们 是 否 还 能 够 有 更 准确 的 表述 ? 


既然 处 理 的 是 角度 和 长 度 ， 我 们 上 自然 会 期 望 正 弦 和 余弦 能 够 出 现 。 好 在 
事实 上 它们 也 的 确 出 现 了 。 三 角形 的 边 和 它 的 对 角 之 间 的 关系 ， 可 以 算 
0 
说 ， 即 





a:i:b:c=sinA:sinB:sinc. 


这 个 结论 ， 我 们 通常 称 之 为 正弦 定理 (而 广义 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 人 们 则 
通常 称 为 余弦 定理 ， 不 过 我 觉得 这 个 名 字 取 得 很 不 好 〉。 


为 了 摘 清 楚 为 什么 这 个 结论 是 正确 的 ， 让 我 们 作 一 条 三 角形 的 垂 线 。 











注 间 到 高 h 同时 是 角 A 和 角 B 的 对 边 。 这 说 明 ， 


h 
sin .A = —. 
b 


; h 
snB = —. 
a 


用 第 一 个 等 式 除 以 第 二 个 等 式 ， 我 们 有 
sin A hib a 
snB h/a bi 


因此 ，a :b= sinA:sinB， 即 两 条 边 的 边 长 和 它们 对 角 的 正弦 成 正比 。 
这 个 结论 和 广义 毕 达 哥 拉 斯 定理 一 起 ， 让 我 们 看 到 了 角度 是 怎样 通过 正 
沪 和 余 息 采 传 过 长 度 信息 的 。 我 喜欢 目前 这 个 样子 的 结论 ， 因 为 它 很 对 
称 。 


说 到 这 里 ， 我 意识 到 ， 这 个 结论 成 立 的 前 提 条 件 是 所 有 的 角 都 是 锐角 
〈《 即 小 于 直角 ) 。 如 果 三 角形 有 一 个 角 是 钝 朋 ， 又 会 有 什么 样 的 情况 友 
生 呢 ?对 于 这 样 的 三 角形 ， 正 弦 定 理 仍然 适用 吗 ? 就 这 个 问题 而 言 ， 我 
们 想 要 这 样 一 个 角 的 正弦 去 表达 什么 意思 呢 ? 


我 们 应 该 怎样 定义 钝 角 的 正弦 ? 我 们 能 够 给 出 一 个 定义 使 得 正弦 定理 
成 立 吗 ? 








通过 运用 正弦 定理 、 广 义 毕 达 哥 拉 斯 定理 和 海伦 公式 ， 现 在 我 们 终于 可 
以 完整 地 度量 任意 三 角形 了 一 一 至 少 在 下 面 这 个 意义 上 ， 即 我 们 可 以 将 








任意 三 角形 《因此 也 是 任意 多 边 形 ) 的 度量 问题 简化 为 一 堆 角 的 正弦 和 
余弦 的 求 值 问 题 。 不 过 ， 由 于 正弦 和 余弦 的 超越 性 ， 通 常 我 们 的 探索 不 
得 不 在 这 里 止步 ， 除 非 有 一 些 意外 的 对 称 或 巧合 发 生 。 这 样 ， 三 角 学 的 
目标 就 不 再 是 去 计算 这 些 数值 ， 而 是 去 发 现 这 些 数 值 之 间 的 模式 和 关 


人 ~o 


一 个 角 的 正弦 和 余弦 与 是 它 两 倍 的 角 的 正弦 和 余弦 有 着 什么 样 的 天 


系 ? 








pa] 


叙述 到 这 里 ， 我 必须 要 指出 ， 我 们 所 讨论 的 所 有 关于 多 边 形 的 方法 也 都 
适用 于 三 维 的 多 面体 。 特 别 是 ， 我 们 总 是 可 以 把 一 个 多 面体 训 分 成 不 同 
的 四 面体 ， 而 四 面体 都 可 以 用 三 角形 上 度量。 这样 ， 所 有 关于 多 面体 的 问 
题 就 都 可 以 归结 为 正弦 和 余 弱 的 问题 。 


请 证 明 ， 如 果 一 个 三 角形 的 两 条 角 平 分 线 长 度 相 等 ， 则 此 三 角形 必然 


是 等 腰 三 角形 。 


有 这 样 一 个 圆 内 接 四 边 形 ， 它 的 四 条 边 分 别 是 ae、b、c 和 d， 请 证 明 该 
四 边 形 的 面积 可 以 通过 婆罗 胖 用 多 公 束 求 出 ， 即 


7 下 可 sS 一 一 (QQ 十 ) 十 c 十 节 
44 二 Vls—als b)ls—c)ls d), 其 中 D . 
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那么 ， 还 剩 下 哪些 形状 需要 我 们 去 度量 呢 ? 答案 是 ， 大 部 分 的 形状 。 实 
际 情况 是 ， 绝 大 多 数 的 形状 ， 我 们 都 还 没有 开始 处 理 呢 。 截 至 目前 ， 我 
们 所 讨论 的 所 有 形状 都 有 一 些 比 较 特殊 的 性 质 ， 比 如 边 是 直 的 或 者 形状 
是 对 称 的 ， 使 得 这 些 形状 有 别 于 大 部 分 的 形状 ， 也 因此 显得 不 是 那么 典 
型 。 大 多 数 的 形状 并 没有 这 样 的 性 质 ， 它 们 既 不 对 称 ， 也 很 难看 ， 而 且 
还 是 弯曲 的 ， 丝 坚 看 不 出 有 什么 特别 吸引 人 的 地 方 。 





既然 这 样 ， 我 们 为 什么 要 去 度量 这 样 的 形状 呢 ? 为 什么 我 们 《其 实 指 你 
们 ) 要 花费 宝贵 的 时 间 和 精力 去 试 着 理解 这 样 难看 的 形状 呢 ? 退 一 步 

说 ， 即 使 我 们 有 这 样 的 意愿 ， 我 们 又 该 怎样 做 昵 ? 像 这 样 不 规则 的 这 曲 
形状 ， 我 们 尚且 不 知道 要 怎样 去 描述 呢 ， 更 不 用 次 要 去 度量 了 。 就 这 一 
点 来 说， 我 所 说 的 “这 样 的 ”又 是 什么 意思 呢 一 一 它 是 哪样 的 呢 ? 我 在 这 
里 讨论 的 到 底 是 什么 样 的 形状 呢 ? 


如 果 我 是 在 做 一 些 实际 的 事情 ， 我 束 可 以 简单 地 说 “如 下 图 所 示 的 形 
A 
I 度量 。 


然而 ， 在 数学 中 ， 图 并 不 起 什么 作用 。 图 作为 我 们 所 生活 的 物理 世界 的 
一 部 分 ， 用 一 幅 图 去 指 代 一 个 特定 的 数学 对 象 ， 会 显得 很 粗略 同时 也 不 
准确 。 而 且 ， 这 并 不 仅仅 是 准确 性 的 问题 。 用 激光 刻 在 金子 上 的 圆 ， 即 
使 其 直径 的 偏差 只 有 十 亿 分 之 一 瑞 寸 ， 它 还 是 与 幼儿 园 里 的 孩子 画 在 美 
术 纸 上 的 圈 一 样 一 一 如 果 不 是 更 甚 的话。 这 两 者 都 不 是 真正 的 圆 。 

















对 我 们 而 言 ， 重 要 的 是 要 明白 ， 图 和 其 他 类 似 的 模型 都 是 由 原子 组 成 
的 ， 而 原子 并 不 是 想象 中 理想 的 点 。 特 别 地 ， 这 意味 着 ， 图 是 不 能 够 准 
确 描 述 任何 事物 的 。 当 然 ， 这 并 不 是 说 图 完全 没有 作用 ; 我 们 必须 要 清 
楚 ， 图 的 作用 并 不 是 确定 或 者 定义 菏 个 形状 ， 而 是 激发 我 们 的 创造 力 和 
人 


那么 ， 我 们 要 怎样 去 描述 一 个 特定 的 不 规则 的 弯曲 形状 呢 ? 这 样 的 形状 
上 痛 定 包含 无 穷 多 个 点 ， 与 多 边 形 不 同 的 是 ， 这 些 点 的 任何 有 限 集合 都 不 
足以 将 该 形状 确定 下 来 一 一 我 们 需要 的 是 所 有 这 无 限 个 点 组 成 的 序列 。 
然而 ， 如 采 我 必须 要 提供 所 有 这 无 穷 个 点 的 信息 的 话 ， 我 又 该 怎么 样 去 
思考 这 个 形状 呢 ? 又 或 者 该 如 何 告诉 你 这 个 形状 呢 ? 现在 ， 问 题 不 再 是 
我 们 想 讨 论 什 么 样 的 形状 ， 而 是 我 们 能 讨论 什么 样 的 形状 。 


令 人 不 安 的 事实 是 ， 大 部 分 的 形状 都 不 在 我 们 能 讨论 的 范围 内 。 它 们 静 
静 地 竺 在 那里 ， 只 是 我 们 没有 办 法 提 到 它们 。 作 为 人 类 的 一 员 ， 我 们 的 
生命 有 限 ， 使 用 的 语言 也 有 限 ， 我 们 能 够 处 理 的 数学 对 象 只 能 是 那些 可 
以 用 有 限 的 语言 描述 的 。 而 无 穷 多 个 点 随机 飞溅 的 点 ， 则 是 我 们 描述 不 
了 的 ;同样 ， 随 机 曲线 我 们 也 描述 不 了 。 


上 一 段 中 ， 其 实 我 是 在 说 : 形状 都 是 由 无 穷 多 个 点 组 成 的 ， 只 有 组 成 形 
状 的 这 无 穷 多 个 点 有 某 种 模式 ， 使 得 我 们 可 以 用 有 限 的 方式 去 描述 ， 这 
样 的 形状 才 是 我 们 唯一 能 够 准确 描述 的 。 我 们 之 所 以 能 够 讨论 圆 形 ， 并 
不 是 因为 幼儿 园 里 的 圆 形 剪 影 ， 而 是 因为 我 们 可 以 将 圆 描 述 为 “到 定点 
的 距离 等 于 定 长 的 所 有 点 所 组 成 的 形状 >”。 既 然 圆 上 的 点 有 如 此 简单 的 
模式 ， 我 也 就 用 不 着 告诉 你 它 上 面 每 一 个 点 所 在 的 位 置 ， 我 只 需要 告诉 
你 它们 所 遵循 的 模式 。 


我 的 观点 是 ， 这 惑 是 我 们 所 能 做 的 全 部 。 我 们 唯一 能 讨论 的 就 是 那些 有 
模式 的 形状 ， 是 模式 本 身 ( 可 以 用 有 限 的 语言 中 的 有 限 的 词语 去 表述 ) 
定义 了 形状 。 那 些 没有 特殊 模式 的 形状 我 刺 怕 绝 大 多 数 的 形状 都 是 如 
此 ) 永远 不 会 被 人 们 提 及 ， 更 不 用 说 被 人 们 上 度量。 我 们 能 够 思考 并 能 后 
他 人 摘 述 的 事物 的 集合 ， 从 一 开始 就 受到 了 人 类 自身 的 认 知 能 力 的 限 

制 。 实 际 上 ， 这 可 以 说 是 贯穿 数学 的 一 个 主题 。 比 如 ， 我 们 只 能 够 讨论 
有 模式 的 数字 ， 大 部 分 的 数字 永远 也 不 用 和 被 我 们 提 及 。 


因此 ， 与 其 说 几何 学 关注 形状 本 里， 个 如 说 几何 学 更 天 注定 义 形 状 的 文 
字模 式 。 几 何 学 的 中 心 问 题 便 是 ， 借 助 这 些 模式 去 获得 度量 结果 一 毕 









































竞 数 值 本 里 也 必然 需要 用 文字 模式 给 出 。 在 前 面 的 章节 中 ， 我 们 讨论 了 
多 边 形 ， 知 道 了 边 长 和 角度 的 序列 ， 我 们 就 可 以 很 容易 地 确定 一 个 多 边 
形 ; 我 们 也 探讨 了 圆 形 ， 圆 形 也 有 很 简单 的 模式 。 那 么 ， 我 们 还 能 够 想 
到 其 他 的 模式 吗 ? 还 有 什么 样 的 描述 是 可 能 的 呢 ? 除了 圆 之 外 ， 我 们 还 
能 够 讨论 哪些 曲线 呢 ? 
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在 前 面 的 章节 中 ， 除 了 圆 之 外 ， 我 们 还 遇 到 了 夯 外 一 种 曲线 形状 。 事 实 
0 
征 : 椭圆 。 








椭圆 其 实 是 拉 伸 之 后 的 圆 一 一 在 某 一 方 回 上 按 茶 一 特定 的 比例 对 圆 进 行 
拉 伸 。 它 是 一 个 精确 的 、 特 定 的 形状 。 我 想 ， 如 果 更 准确 一 些 的话 ， 我 
们 应 该 说 椭圆 是 一 类 具体 的 形状 ， 因 为 如 果 拉 伸 系 数 不 同 ， 则 所 得 到 的 
椭圆 也 会 不 同 。 如 果 你 愿意 ， 你 甚至 可 以 认为 圆 本 身 就 是 一 种 特殊 的 椭 
圆 一 一 其 拉 伸 系数 为 11! 


这 里 的 关键 是 ， 椭 圆 形 并 不 只 是 随便 的 一 个 卵 形 ; 它 是 一 种 有 着 特定 模 
式 的 特殊 曲线 ， 也 惑 是 前 面 我 们 所 说 的 拉 伸 之 后 的 圆 。 实 际 上 ， 结 果 表 
明 ， 我 们 可 以 用 几 种 不 同 的 方式 去 描述 椭圆 。 也 正 是 这 些 不 同 描述 之 间 
的 相互 作用 ， 让 我 们 可 以 领略 数学 的 美妙 与 迷人 。 


例如 ， 思 考 椭 圆 的 最 佳 方法 之 一 ， 葡 是 以 一 定 的 角度 去 观察 一 个 圆 。 该 
方法 的 男 一 种 等 价 的 说 法 是 ， 当 你 用 倾斜 的 平面 去 截 圆 柱 体 时 ， 你 得 到 
的 就 是 一 个 椭圆 。 

















我 们 知道 ， 当 用 倾斜 的 平面 去 截 圆柱 体 时 ， 我 们 得 到 的 肯定 是 茶 种 曲 
线 。 但 我 们 怎样 惑 能 够 确定 该 曲线 一 定 束 是 椭圆， 而 不 是 其 他 的 卵 形 曲 
线 呢 ? 而且， 倾斜 的 横 截面 和 拉 伸 变换 之 间 到 确 又 有 什么 样 的 关系 呢 ? 


我 想 ， 弄 清楚 这 种 情况 的 最 简单 的 方法 ， 就 是 设想 在 空间 中 有 两 个 平面 
以 一 定 的 角度 相交 。 








A 


为 了 讨论 的 方便 ， 我 们 可 以 认为 第 一 个 平面 是 水 平 的 。 沿 垂直 方向 往 上 
移动 ， 第 一 个 平面 上 的 任意 一 点 都 会 在 倾斜 的 平面 上 有 一 个 对 应 的 点 。 
这 样 ， 第 一 个 平面 上 的 任何 形状 就 者 可 以 在 第 一 个 平面 上 变换 为 一 个 新 
形状 。 








这 样 的 变换 ， 我 们 称 之 为 投影 。 因 此 ， 我 们 所 表达 的 意思 十， 椭圆 是 辆 
的 投影 。 当 然 ， 这 是 一 种 全 新 的 概念 ， 我 们 仍然 需要 弄 明 白 为 什么 它 是 
正确 的 。 那么， 为 什么 当 我 们 对 圆 进行 投影 时 ， 圆 就 拉 仲 了 呢 ? 


原因 是 ， 投 影 变 换 融 是 拉 伸 变换 ， 它 们 是 两 个 完全 相同 的 过 程 。 或 者 更 
准确 地 说 ， 它 们 是 两 个 有 着 完 全 相同 结果 的 不 同 过 程 。 为 了 理解 这 一 
扩 ， 让 我 们 考虑 一 下 这 两 个 平面 的 相交 线 。 





假设 在 第 一 个 平面 上 有 两 根 树 校 ， 一 根 平行 于 相交 线 ， 为 一 根 则 垂直 于 
相交 线 。 投 影 之 后 ， 第 一 根 树 校 仍然 平行 于 相交 线 ， 而 且 它 的 长 度 也 没 
有 发 生变 化 。 而 垂直 于 相交 线 的 树 校 则 仍然 保持 垂直 ， 但 它 的 长 度 却 变 
长 了 一 一 投影 只 拉 长 了 一 个 方向 的 距离 ， 而 对 另 一 个 方向 则 并 没有 什么 
影响 。 换 句 话说 ， 投 影 变 换 在 垂直 于 两 个 平面 区 线 的 方向 上 产生 了 拉 伸 
i 


拉 伸 系数 到 底 怎 样 取决 于 两 个 平面 之 间 的 夹 角 ? 
还 需要 注意 的 是 ， 如 果 这 两 个 平面 碰巧 平行 ， 那 么 投影 变换 并 不 会 产生 























任何 影响 一 一 此 时 拉 伸 变换 的 系数 就 是 11 





无 论 如 何 ， 现 在 我 们 又 有 了 一 种 完全 不 同 的 思考 拉 伸 变换 的 方法 。 除 了 
将 拉 伸 变换 视 为 茶 一 个 平面 的 拉 伸 之 外 ， 现 在 我 们 还 可 以 将 它 看 成 是 从 
空间 中 的 一 个 平面 向 为 一 个 平面 的 投影 。 特 别 是 ， 任 何 形状 拉 伸 之 后 的 
形状 〈 并 不 只 是 圆 ) 都 可 以 看 成 是 用 适当 角度 的 倾斜 平面 去 截 以 该 形状 
为 底面 的 广义 圆柱 体 而 产生 的 横 截 面 。 








我 们 也 可 以 设想 有 这 样 的 投影 ， 两 个 平面 中 并 没有 任何 一 个 必然 是 水 平 
的 ， 点 的 投影 的 方 癌 也 并 不 必然 是 垂直 的 。 换 句 话说 ， 我 们 可 以 从 空间 
中 任意 选择 两 个 平面 ， 任 意 选 择 一 个 方向 ， 然 后 我 们 束 得 到 了 一 种 投 
影 ， 它 可 以 将 一 个 平面 上 的 形状 转化 为 号 一 个 平面 上 的 形状 。 











/ 


现在 的 问题 是 ， 像 这 样 更 广义 的 投影 会 对 形状 产生 什么 新 的 影响 吗 ? 还 
是 仍然 只 是 对 形状 进行 拉 伸 ? 


是 否 任 何方 向 上 的 投影 总 是 起 拉 伸 形状 的 作用 ? 
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研究 椭圆 还 有 男 外 一 种 完全 不 同 的 方法 ， 那 就 是 通过 通 第 所 说 的 椭圆 焦 
所 的 性 质 来 研究 。 结 果 表 明 ， 在 椭圆 的 内 部 有 两 个 非常 特殊 的 点 ， 通 常 
我 们 称 之 为 焦点 。 这 两 个 点 有 者 很 奇特 的 性 质 ， 那 束 是 椭 贺 上 的 任意 一 
点 到 这 两 个 点 的 距离 之 和 总 是 相等 的 。 





换 句 话说 ， 当 一 个 点 治 寿 覃 圆 运 动 时 ， 该 点 距 两 个 焦点 中 任何 一 个 的 距 
离 一 直 在 不 俘 地 变化 ， 但 这 两 个 距离 之 和 却 总 是 保持 不 变 。 这 就 使 我 们 
可 以 用 下 面 这 种 全 新 的 方式 去 描述 椭圆 ， 即 “椭圆 是 到 两 个 固定 点 的 距 
离 之 和 和 是 常数 的 所 有 点 的 集合 ?或 者 一 些 类 似 的 表述 。 有 一 些 人 甚至 把 
这 样 的 表述 当成 是 椭圆 的 定义 。 


当然 ， 无 论 你 是 认为 椭圆 是 拉 伸 之 后 的 贺 ， 而 这 个 圆 碰巧 有 两 个 很 奇特 


也 是 拉 伸 之 后 的 圆 ， 这 些 都 不 是 太 重 要 。 无 论 你 持 其 中 的 哪 一 种 观点 ， 
我 们 都 有 一 些 工作 要 去 做 。 我 的 意思 是 ， 拉 伸 之 后 的 圆 是 一 回 事 ， 而 有 
大 焦点 的 曲线 则 是 男 外 一 回 事 。 它 们 为 什么 必须 要 相同 呢 ? 更 重要 的 

是 ， 我 们 怎样 才能 够 证 明 它 们 是 相同 的 呢 ? 


我 对 数学 的 热爱 也 正 缘 于 此 。 在 数学 中 ， 不 仅 有 诸多 迷人 的 未 解 之 谜 等 
着 我 们 去 发 现 ， 而 且 还 有 一 些 额 外 的 挑战 等 痢 我 们 去 完成 ， 璧 如 理解 为 
什么 某 一 事情 是 正确 的 ， 并 匠心 独 运 地 给 出 一 个 漂亮 且 合 逻辑 的 解释 。 
人 
和 > 脑 里 。 


下 面 ， 我 想 癌 你 展示 一 个 非常 巧妙 的 证 明 《〈 由 丹 迪 林 于 1822 年 给 出 ) ， 
































它 解 释 了 为 什么 拉 伸 之 后 的 加 会 有 这 样 的 焦点 性 质 。 首 先 ， 我 们 将 椭圆 
看 成 是 用 倾斜 的 平面 去 截 圆柱 体 所 得 的 横 截面 。 


如 琳 我 们 能 够 证 明 此 曲线 有 这 样 两 个 焦点 ， 那 么 这 两 个 焦点 到 底 在 什么 
位 置 呢 ? 这 个 问题 的 答案 可 以 说 是 非常 漂亮 。 


设想 我 们 有 一 个 其 直径 与 圆柱 体 的 底面 直径 相等 的 球 S。 从 上 方 将 它 放 
入 圆柱 体 中 ， 这 样 球 5 束 会 一 直 往 下 控 ， 直 到 它 在 P 点 与 截 平 面相 切 。 
从 圆柱 体 的 下 方 对 男 一 个 球 5' 进行 同样 的 操作 ， 一 直 往 上 推 直到 球 S' 与 
截 平面 相 切 于 男 一 点 P'。 
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结果 表明 ，P 和 P' 这 两 个 点 (球体 和 截 平面 相 切 的 点) 就 是 椭圆 的 焦 
把。 怎么 样 ? 这 很 奇妙 吧 ! 

当然 ， 为 了 确认 这 两 个 点 就 是 椭圆 的 焦点 ， 我 们 必须 要 证 明 无 论 我 们 选 
择 了 椭 加 上 的 哪 一 点 ， 该 点 距 这 两 个 点 的 距离 之 和 总 是 相等 的 。 假 定 Q 
是 椭 贺 上 的 任意 一 点 ， 并 设想 有 一 条 直线 经 过 P 点 和 Q 点 。 





这 条 直线 有 一 个 非常 有 趣 的 特点 ， 即 它 和 球 $ 只 有 一 个 交点 ， 这 很 是 不 
寻常 的 。 大 多 数 的 直线 要 么 和 球 $ 完全 不 相交 ， 要 么 穿 过 球 S， 与 球面 
有 两 个 交点 。 和 球面 只 有 一 个 交点 的 直线 ， 我 们 称 之 为 切线 (tangent， 
拉丁 语 “ 触 碰 ” 的 意思 ) 。 经 过 Q 点 和 P 点 的 直线 在 截 平面 上 ， 而 该 平面 
和 球 只 有 一 个 交点 P， 因 此 该 直线 是 球 S 的 切线 。 


还 有 男 外 一 种 方法 ， 我 们 也 能 够 得 到 球 S 的 切线 ， 那 就 是 经 过 Q 点 作 一 
条 垂直 的 直线 ， 与 球 $ 相交 于 球面 大 圆 。 


一 般 来 次 ， 经 过 给 定 的 一 点 ， 我 们 可 以 作 很 多 条 球 的 切线 。 有 趣 的 是 ， 
所 有 这 些 切 线 的 长 度 都 是 相等 的 。 


也 就 是 说 ， 无 论 你 选择 哪 一 条 切线 ， 从 球 外 这 一 点 到 切线 与 球 的 切 点 的 
距离 总 是 相等 的 。 


为 什么 经 过 给 定 一 点 的 所 有 球 的 切线 段 的 长 度 都 是 相等 的 ? 





等 。 为 了 使 问题 更 加 简单 ， 在 上 下 两 个 球 大 圆 的 位 置 上 ， 我 对 圆柱 体 进 
行 了 水 平 的 切割 ， 切 割 后 的 圆柱 体 中 只 包含 两 个 半球 ， 如 下 图 所 示 : 








这 样 ， 前 面 我 们 所 表达 的 意思 惑 可 以 重新 表述 为 : 从 Q 点 到 P 点 的 距离 
等 于 从 Q 点 到 圆柱 体 项 端的 距离 。 类 似 地 ， 则 从 Q 点 到 已 点 的 距离 必然 
也 与 从 Q 点 到 圆柱 体 拘 端的 距离 相等 。 


这 说 明 ， 从 Q 点 到 P 点 和 已 点 的 距离 之 和 必然 与 圆柱 体 的 高 度 相等 ， 而 
此 高 度 与 Q 点 所 在 的 位 置 无 关 。 所 以 椭圆 的 确 有 这 样 的 两 个 焦点 ， 椭 圆 
上 的 任意 一 点 到 这 两 个 焦点 的 距离 之 和 总 是 相等 的 。 上 面 漂 腕 的 论证 回 
我 们 证 明了 这 一 氮 ， 这 真是 一 个 很 有 创造 力 的 证 明 ! 


那么 ， 人 们 又 是 怎样 想 出 如 此 巧妙 的 证 明 的 呢 ? 我 想 ，《 包 法 利夫 人 》 
或 者 《和 驼 娜 丽 沙 》 这 样 的 艺术 杰作 ， 也 是 用 同样 的 方法 创造 出 来 的 吧 。 
说 句 心里 话 ， 我 并 不 知道 这 样 的 构思 是 怎样 产生 的 ， 我 只 知道 ， 要 是 哪 
一 天 我 有 了 这 样 的 想法 ， 那 一 定 是 上 天 在 眷顾 我 。 


圆 可 以 看 成 是 一 种 特殊 类 型 的 椭圆 。 那 么 ， 它 的 两 个 焦点 又 在 哪里 


呢 ? 
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下 面 ， 我 想 告 诉 你 椭圆 妨 外 一 个 引 人 注 目的 性 质 ， 该 性 质 不 仅 从 数学 上 
看 很 有 意思 ， 残 是 从 “现实 世界 ”的 角度 看 也 是 如 此 。 或 许 ， 描 述 该 性 质 
的 最 简单 的 方法 ， 束 是 将 椭圆 想象 成 一 个 四 周 有 弹 性 台 边 的 台球 果 。 设 
想 在 其 中 一 个 焦点 处 有 一 个 球 洞 ， 而 男 一 个 焦点 处 则 放置 着 一 个 台球 。 
0 
才 进 洞 ! 








换 名 话说， 椭圆 弯 曲 的 程度 刚好 使 经 过 其 中 一 个 焦点 的 直线 经 顶 圆 反射 
后 经 过 忆 一 个 焦点 。 几 何 上 ， 这 惑 是 次 这 两 条 直线 与 桶 圆 所 形成 的 角度 


相等 。 


这 样 的 叙述 会 令 人 产生 一 些 困 惑 。 我 们 正在 讨论 的 是 一 条 曲线 ， 曲 线 和 
直线 所 形成 的 角 到 底 是 什么 意思 呢 ? 


打消 这 个 困惑 的 最 简洁 的 方法 就 是 使 用 切线 : 与 椭圆 有 且 仅 有 一 个 交点 
的 直线 。 经 过 椭圆 上 的 任意 一 点 都 会 有 一 条 不 同 的 切线 ， 这 条 切线 的 方 





回 也 就 是 椭圆 在 这 一 点 弯曲 的 方向 。 


这 样 ， 我 们 就 有 了 讨论 由 曲线 所 形成 的 角 的 方法 了 了。 所 以 如 下 图 所 示 ， 
两 条 相交 曲线 之 间 的 夹 角 就 是 分 别 经 过 交点 的 两 条 曲线 的 切线 之 间 的 夹 
角 。 





为 了 更 好 地 理解 曲线 ， 我 们 利用 了 切线 ， 这 是 一 种 历史 悠久 的 传统 方 
法 。 切 线 传 递 了 曲线 行为 方式 的 大 量 信息 。 同 时 ， 由 于 是 直线 ， 与 曲线 
相 比 ， 切 线 处 理 起 来 也 要 容易 得 多 。 








好 了 ， 现 在 我 们 可 以 准确 地 表述 前 面 我 们 所 说 的 “台球 加 性 质 * 了 。 该 性 
质 是 说 ， 对 于 椭圆 上 的 任意 一 点 ， 都 会 有 一 条 经 过 该 点 的 切线 ， 连 接 该 
点 和 两 个 焦点 则 会 形成 两 条 直线 ， 这 两 条 直线 与 切线 的 夹 角 总 是 相等 
的 。 





我 想 ， 我 们 应 该 称 此 为 椭圆 的 切线 性 质 (这 个 称呼 会 让 人 感觉 更 正式 一 
些 ) 。 不 过 ， 无 论 我 们 怎么 称呼 ， 椭 圆 的 这 个 令 人 惊讶 的 性 质 都 堪 称 完 
美 ， 同 时 这 个 性 质 也 鹃 待 解释 。 


顺便 说 一 句 ， 圆 其 实 也 有 这 样 的 性 质 ， 只 不 过 情况 更 特殊 一 些 : 从 圆心 
击 出 来 的 球 经 过 圆 反 弹 后 会 再 次 返回 圆心 。 对 圆 来 说 ， 这 一 切线 性 质 说 
明 ， 圆 上 任意 一 点 的 切线 必然 与 经 过 该 点 的 半径 垂直 。 





为 什么 圆 上 一 点 的 切线 垂直 于 经 过 该 点 的 半径 ? 


正如 我 之 前 所 说 的 ， 数 学 家 的 任务 不 仅 是 发 现 迷人 的 真理 ， 同 时 还 需要 
解释 它们 。 画 出 一 些 椭圆 和 直线 并 声称 什么 什么 是 成 立 的 是 一 回 事 ， 而 
要 证 明 它 则 是 另外 一 回 事 。 因 此 ， 下 面 我 将 给 出 切线 性 质 的 一 种 证 明 ， 
我 将 给 出 的 这 种 证 明 方法 不 仅 简单 、 漂 亮 ， 而 且 适 用 范围 广 ， 除 了 椭圆 
之 外 ， 还 适用 于 很 多 其 他 的 情况 。 


不 过 ， 还 是 让 我 们 先 来 看 看 另外 一 个 不 同 的 “但 又 是 相关 的 ) 问题 吧 。 
设想 有 两 个 点 位 于 一 条 无 限 长 的 直线 的 同一 侧 (之 所 以 是 无 限 长 ， 是 因 

















为 这 样 的 直线 更 容易 处 理 ， 它 的 长 度 和 位 置 都 不 再 会 成 为 问题 ) 。 


现在 的 问题 是 ， 连 接 这 两 点 并 且 过 直线 上 一 点 的 最 短路 径 是 多 少 ? “〈 自 
然 ， 过 直线 上 一 点 是 这 个 问题 比较 有 意思 的 部 分 。 如 果 我 们 去 卸 这 个 条 
件 ， 答 案 束 会 简单 地 变 成 连接 这 两 点 的 线段 。) 


很 明显 ， 节 短 的 路 径 看 起 来 必然 是 如 下 图 所 示 的 折线 段 。 











既然 路 径 必 须要 在 某 一 点 于 直线 相交 ， 那 么 最 好 的 方法 就 是 从 起 点 经 下 
线 走 到 这 一 点 。 问 题 是 ， 这 个 交点 到 的 在 哪里 呢 ? 在 直线 上 所 有 可 能 的 
点 中 ， 经 过 哪 一 个 点 的 路 径 会 是 最 短 的 路 径 呢 ? 或 者 ， 这 个 点 真 的 重要 
吗 ? 会 不 会 所 有 的 路 径 其 长 度 都 相同 呢 ? 








事实 是 ， 这 个 点 的 选择 的 确 很 重要 。 最 短路 径 只 有 一 条 ， 下 面 我 来 告诉 
你 怎样 把 它 找 出 来 。 首 先 ， 让 我 们 给 这 两 个 点 都 取 一 个 名 字 ， 比 如 说 P 
点 到 Q 点 。 再 假设 有 一 条 从 P 点 到 Q 点 且 过 直线 上 一 点 的 路 径 。 





有 一 种 非常 简单 的 方法 可 以 告诉 我 们 这 样 的 路 径 是 人 否 是 最 短 的 。 这 可 以 
说 是 几何 学 中 最 令 人 惊讶 、 最 出 人 意料 的 方法 之 一 ， 那 就 是 查看 经 直线 
反射 后 的 路 径 。 更 具体 地 说 ， 我 们 可 以 取出 部 分 路 径 让 直线 反射 ， 比 如 
说 从 路 径 与 直线 的 交点 到 Q 点 这 部 分 。 
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现在 ， 我 们 有 了 一 条 新 的 路 径 ， 它 从 P 点 开始 ， 穿 过 直线 ， 到 Q' 点 结 
束 ， 该 点 是 Q 点 的 镜像 。 这 样 ， 任 何 连 接 P 点 和 Q 点 且 过 直线 上 一 点 的 
路 径 都 可 以 转化 为 一 条 从 P 点 到 Q' 点 的 新 路 径 。 
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现在 到 了 最 关键 的 部 分 : 新 路 径 的 长 度 与 原来 的 路 径 的 长 度 正 好 相等 。 
这 说 明 ， 连 接 P 点 和 Q 点 且 过 直线 上 一 点 的 最 短路 径 问 题 等 价 于 连接 P 
点 和 Q' 点 的 最 短路 径 这 个 问题 。 而 后 面 这 个 问题 很 简单 一 一 它 就 是 经 过 
这 两 点 的 线段 。 换 句 话 说， 我 们 所 寻找 的 这 条 路 径 ， 即 连接 这 两 点 且 过 
直线 上 一 点 的 最 短路 径 ， 就 简单 地 十 那 条 经 过 反射 后 变 成 直线 的 路 径 。 
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这 个 论证 不 仅 十 分 完美 ， 同 时 我 们 也 可 以 把 它 当 成 是 一 个 现代 数学 观点 
的 绝 佳 示例 ， 即 把 问题 放 到 由 结构 以 及 结构 之 间 的 保 结构 变换 
《structure-preserving transformation ) 组 成 的 框架 中 加 以 考虑 。 在 我 们 这 
个 例子 中 ， 相 关 的 结构 是 路 径 和 路 径 长 度 。 解 决 这 个 问题 的 关键 是 ， 我 
们 需要 认识 到 反射 是 一 种 合适 的 保 结构 变换 。 我 们 必须 承认 ， 这 是 一 个 
相当 专业 的 观点 ， 但 我 想 它 同时 也 是 一 个 宝贵 的 思考 数学 问题 的 方法 ， 
任何 人 都 可 以 拿 来 使 用 。 


既然 我 们 已 经 清楚 地 知道 了 最 短 的 路 径 是 什么 样子 ， 现 在 ， 我 们 来 思考 
一 下 这 条 路 径 是 否 还 有 其 他 等 价 的 描述 。 一 种 最 简单 的 描述 是 ， 这 条 路 
径 就 是 和 直线 形成 了 两 个 相等 夹 角 的 折线 路 径 。 也 就 是 说 ， 最 短路 径 是 
从 起 点 出 发 经 直线 “反射 ”后 到 达 终 点 的 路 径 。 














最 短路 径 和 直线 所 形成 的 两 个 夹 角 ， 为 什么 是 相等 的 ? 


当然 ， 我 之 所 以 会 提 到 这 些 ， 是 因为 它 有 助 于 我 们 理解 椭圆 的 切线 性 
质 。 该 性 质 说 的 是 ， 对 于 椭圆 的 焦点 ， 我 们 有 这 样 的 路 径 : 从 一 个 焦点 
出 发 经 过 椭圆 上 一 点 后 必然 会 经 过 男 外 一 个 焦点 。 对 于 椭圆 (其实 是 棚 
圆 的 切线 ) 和 这 条 路 径 所 形成 的 两 个 夹 角 为 什么 必然 相等 ， 我 们 很 想 知 
道 其 中 的 原因 。 








原来 ， 这 是 因为 这 条 路 径 刚 好 也 是 连接 两 个 焦点 且 经 过 切线 上 一 点 的 最 
短路 径 。 利 用 椭圆 焦点 的 性 质 ， 我 们 可 以 很 容易 地 得 出 : 椭圆 上 所 有 的 
点 到 这 两 个 焦点 的 距离 志和 者 是 相 各 的 。 自然 地 ， 李 圆 内 的 点 到 这 两 个 
焦点 的 距离 之 和 会 小 一 些 ， 而 椭圆 外 的 点 到 这 两 个 焦点 的 距离 之 和 则 会 
大 一 些 。 特 别 地 ， 既然 切线 上 的 任意 一 点 《除了 椭圆 的 切 点 之 外 ) 都 严 
前 地 处 于 精 国 之 外 ， 因此 经 过 这 一 点 的 路 径 必 然 要 比 经 过 切 点 本 里 的 路 
径 





既然 这 条 路 人 径 最 短 ， 那 么 它 和 切线 所 形成 的 两 个 夹 角 也 就 必然 相等 。 所 
以 我 们 可 以 总 结 为 : 是 椭圆 焦点 的 性 质 和 最 短路 径 总 是 遵循 反射 原理 的 
事实 ， 形 成 了 椭圆 切线 的 性 质 ， 或 者 说 是 椭圆 的 “台球 桌 性 质 ”。 











假设 有 两 个 点 位 于 两 条 平行 直线 之 间 ， 请 找 出 连接 这 两 点 且 经 过 两 条 
直线 上 各 一 点 的 最 短路 径 。 


20 


天 于 几何 学 和 现实 世界 之 间 的 关系 ， 我 还 想 多 说 儿 句 。 当 然 ， 在 茶 种 意 
义 上 ， 它 们 是 截然 不 同 的 ， 前 者 完全 是 由 人 类 用 心智 虚拟 出 来 的 ， 而 后 
者 (想必 ) 不 是 。 早 在 会 思考 的 人 类 诞生 之 前 ， 物 理 现 实 就 已 经 存在 

了 ; 即使 有 一 天 人 类 不 再 存在 ， 物 理 现实 也 将 会 继续 存在 。 而 另 一 方 

面 ， 数 学 现实 之 所 以 能 够 存在 ， 完 全 是 因为 人 类 有 思考 的 能 力 。 椭 圆 ， 

其 实 就 是 人 类 的 一 个 想法 ， 在 现实 世界 中 并 没有 真正 的 椭 加 。 任 何 真实 
的 事物 ， 都 必然 由 数 以 万 亿 个 不 断 运动 的 原子 组 成 ， 这 太 复 如 了 ， 人 类 
想 用 任何 精确 的 方法 去 描述 都 是 不 可 能 的 。 


在 构成 真实 事物 的 物理 上 的 原子 和 组 成 虚拟 几何 对 象 的 数学 上 的 点 之 

间 ， 有 两 个 很 重要 的 区 别 。 首 先 ， 原 子 总 是 在 不 停 地 运动 ， 飞 过 来 飞 过 
去 并 且 彼 此 之 间 会 相互 碰撞 。 相 比 而 言 ， 反 则 总 是 会 按照 我 们 的 要 求 行 
事 ， 比 如 说 ， 圆 心 就 不 会 左右 移动 。 其 次 ， 原 子 是 离散 的 一 一 原子 之 间 
是 有 距离 的 。 两 个 原子 只 能 够 在 一 定 程度 上 接近 ， 自 然 的 力量 (显然 ) 
不 允许 它们 更 徘 近 一 些 。 然 而 ， 想 象 的 数学 上 的 点 是 没有 这 样 的 限制 

的 。 文 配 数学 对 象 的 是 我 们 的 审美 选择 ， 而 不 是 物理 定律 。 特 别 是 ， 满 
古 点 的 直线 或 曲线 在 物理 上 是 不 能 够 实现 的 。 任 何 由 真实 的 微粒 所 组 成 
的 “曲线 ”都 必然 不 是 很 光滑 ， 其 中 会 有 大 大 小 小 的 颖 隙 一 一 它 看 起 来 更 
像 是 一 串 珍 珠 ， 而 不 是 一 缕 头 及 《当然 ， 一 缕 真 实 的 头发 也 包括 在 这 

种 “曲线 ?之 中 ) 。 


为 一 方 和 面 ， 如 果 要 认为 几何 学 和 现实 世界 之 间 完 全 没有 关系 ， 这 也 是 不 
正确 的 。 现 实 世 界 中 或 许 并 没有 完美 的 立方 体 或 球体 ， 但 肯定 会 有 一 些 
与 它们 十 分 相似 的 物体 。 数 学 上 的 立方 体 和 球体 所 具有 的 性 质 ， 对 于 现 
实 世 界 中 的 木 箱 和 保龄球 来 说 ， 也 肯定 会 是 大 致 成 并 的 。 


椭圆 的 切线 性 质 束 是 一 个 不 错 的 例子 。 台 球 果 的 比喻 并 不 仅 仪 只 是 一 种 
漂亮 的 修辞 方法 ， 实 际 上 ， 我 们 完全 可 以 建 一 个 这 样 的 台球 桌 ， 有 着 绿 
色 的 桌面 和 一 切 作为 台球 桌 应 该 有 的 设施 。 在 调整 球 洞 的 大 小 和 人 台 边 的 
弹性 时 ， 我 们 可 能 会 需要 一 些 演 试 和 摸索 。 但 毋庸 置疑 的 是 ， 我 们 肯定 
可 以 使 台球 昌 工 作 起 来 ， 然 后 我 们 王 可 以 昌 任 意 方 同 击 打 人 台球 ， 而 人 台球 
也 总 是 会 有 反弹 后 进 润 。 同 时 ， 人 们 还 建造 了 椭圆 形 的 房间 ， 它 以 为 一 种 
不 同 的 方式 癌 我 们 展示 了 椭圆 的 切线 性 质 。 房 间 中 有 两 个 人 ， 他 们 分 别 
站 在 椭圆 的 两 个 焦点 上 ， 并 低 声 问 对 方 说 话 。 其 中 任何 一 个 人 发 出 的 任 















































何 声 首 ， 经 过 房间 墙壁 的 反射 后 部 会 传 入 故 一 个 人 的 年 中。 最 后 的 结 
0 
见 任 何 声音 。 


那么 ， 这 些 事 物 实际 是 怎样 工作 的 呢 ? 如 果 原 子 和 点 之 间 的 差别 是 如 此 
巨大 ， 由 原子 所 组 成 的 台球 加 为 什么 会 表现 得 这 么 像 由 点 所 组 成 的 虚拟 
椭圆 昵 ?真实 事物 和 数学 对 象 之 间 义 有 着 什么 样 的 联系 呢 ? 


首先 ， 值 得 注意 的 是 ， 像 椭圆 形 台 球 朱 这 样 的 物体 ， 如 果 太 小 的 话 ， 它 
上 背 定 是 不 能 正常 工作 的 。 比 如 说 ， 如 果 台 球 桌 只 有 几 百 个 原子 那么 长 的 
话 ， 那 么 它 的 表现 肯定 不 会 像 椭圆 。 只 有 原子 大 小 的 台球 ， 可 能 会 简单 
地 罕 过 台 边 之 间 的 缝隙 ， 或 者 与 台 边 发 生 一 些 复杂 的 电磁 作用 。 为 了 表 
现 得 和 几何 学 中 一 样 ， 一 个 物体 必须 要 包含 足够 多 的 原子 才能 够 抵消 上 
述 这 些 作用 的 有 影响。 因此， 物体 必须 足够 大 。 


另 一 方面 ， 如 果 台 球 桌 太 大 的 话 ， 比 如 说 有 整个 银河 系 那么 大 ， 此 时 由 
于 引力 和 相对 论 的 作用 ， 它 同样 也 不 会 正常 工作 。 为 了 能 够 表现 得 像 几 
何 物体 ， 真 实 的 物体 必须 要 有 合适 的 大 小 ， 也 就 是 其 大 小 要 和 人 类 的 身 
材 差 不 多 。 它 必须 大 致 是 我 们 人 类 能 够 操作 的 大 小 。 这 是 为 什么 呢 ? 答 
案 是 ， 是 我 们 创造 了 数学 。 


作为 生物 的 一 员 ， 我 们 有 着 一 定 的 映 材 ， 也 以 茶 种 方式 在 感知 我 们 所 生 
活 的 这 个 世界 。 我 们 的 映 材 太 大 了 ， 并 不 会 对 原子 有 直接 的 感知 ， 我 们 
的 感官 也 感受 不 到 这 样 小 的 事物 。 因 此 ， 在 那样 的 大 小 上 ， 我 们 并 不 会 
有 什么 直观 感受 。 我 们 的 想象 力 来 源 于 我 们 上 自 喘 的 经 验 ;， 而 且 很 目 然 
地 ， 我 们 在 头脑 中 所 创造 出 的 虚拟 对 象 ， 其 实 都 是 我 们 平常 所 见 到 的 、 
所 感受 到 的 事物 简化 与 完善 之 后 的 版 本 。 如 果 我 们 有 着 与 现在 完全 不 一 
样 的 身材 ， 或 许 我 们 束 会 创造 出 一 种 完全 不 同 的 几何 学 一 一 至 少 在 一 开 
始 的 时 候 会 是 这 样 。 几 个 世纪 以 来 ， 人 们 创造 了 许多 不 同 种 类 的 几何 
学 ， 其 中 有 一 些 作 为 现实 世界 的 模型 ， 在 非常 小 或 者 非常 大 的 尺度 上 很 
好 地 反映 了 现实 世界 ， 而 男 外 一 些 模型 则 与 现实 世界 没有 任何 关系 。 
因此 ， 是 我 们 连接 了 几何 学 和 现实 世界 ， 我 们 是 这 两 者 之 间 的 桥 染 。 辟 
之 ， 数 学 源 于 我 们 的 思维 ， 思 维 义 是 大 脑 的 机 能 ， 大 脑 则 是 我 们 里 体 的 
一 部 分 ， 而 我 们 的 号 体 则 生活 在 现实 世界 之 中 。 


你 知道 怎样 用 一 支 铅 笔 、 两 枚 图 杀 和 一 根 绳子 来 制作 一 个 简易 的 椭圆 
模型 吗 ? 
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实际 上 ， 椭 圆 是 少数 几 种 我 们 能 够 讨论 的 形状 之 一 ， 它 有 着 十 分 明确 

的 、 精 确 的 模式 ， 我 们 可 以 用 语言 来 描述 。 当 然 ， 其 实 我 们 也 只 是 将 一 
个 现 有 的 模式 〈 也 就 是 圆 形 ) 稍微 地 改变 了 一 下 ， 我 们 并 没有 从 零 开 始 
构造 椭圆 的 模式 。 椭 圆 是 变换 之 后 的 贺 ， 正 是 这 种 变换 ( 即 拉 伸 变换 ) 
赋予 了 椭圆 各 种 不 同 的 性 质 ， 同 时 也 使 我 们 能 够 谈论 它 。 通 过 焦点 给 出 
峭 贺 的 经 典 定义 则 是 另 一 种 方式 ， 我 们 可 以 认为 这 是 加 具有 国 必 这 一 相 
法 的 一 种 推广 。 


重要 的 是 ， 我 们 通过 改变 已 有 的 形状 创造 出 了 一 种 新 的 形状 。 只 要 我 们 
能 够 描述 清楚 它 是 如 何 工作 的 《〈 但 像 * 球 上 有 一 个 地 方 目 下 去 ”这 样 的 摘 
述 则 有 些 太 含糊 ) ， 我 们 就 可 以 使 用 这 种 方法 进行 任何 几何 变换 。 特 别 
是 ， 如 果 一 个 形状 有 明确 的 、 可 搬 述 的 模式 ， 那 么 经 过 拉 伸 变换 之 后 ， 
它 仍 然 会 保持 这 种 特点 。 


取 横 截面 ， 束 是 一 种 从 已 有 的 形状 中 创造 出 新 形状 的 简单 方法 ， 椭 圆 其 
实 就 是 圆柱 体 的 横 截 面 。 那 么 ， 当 我 们 用 平面 去 截 其 他 的 三 维 物体 时 ， 
会 发 生 什 么 情况 呢 ? 球体 当然 是 一 个 很 不 错 的 选择 。 不 过 遗憾 的 是 ， 它 
的 所 有 村 截面 都 是 圆 ， 我 们 并 不 能 从 中 得 到 什么 新 的 形状 。 那 么 ， 圆 锥 
体 的 横 截面 又 会 怎样 呢 ? 








令 人 慰 奇 的 是 ， 结 果 表 明 ， 圆 锥 体 的 横 截 面 也 古 椭圆 。 出 现 这 样 的 结 


果 ， 第 一 眼看 上 去 也 许 会 感觉 很 奇怪 ， 毕 竟 圆 锥 体 和 圆柱 体 看 起 来 是 如 
此 不 同 。 你 可 能 会 党 得 圆锥 体 的 横 截 面 应 该 是 更 不 对 称 的 卵 形 。 忆 一 方 
面 ， 要 修改 我 们 之 前 的 论证 ， 用 丹 迪 林 的 双 球 证 明 圆 锥 体 的 横 截 面 也 具 
有 同样 的 焦点 性 质 ， 却 并 不 是 很 困难 。 


与 之 前 相同 ， 我 们 仍然 有 两 个 球体 ， 且 这 两 个 球 都 和 横 堆 面相 切 于 一 

扩 ， 只 不 过 这 一 次 两 者 的 大 小 并 不 相等 。 现 在 最 主要 的 区 别 是 ， 球 体 与 
圆锥 体 的 相交 线 不 再 是 各 自 球 体 上 的 大 圆 ， 而 是 位 于 大 圆 之 上 的 两 个 平 
行 融 。 然 而 ， 利 用 切线 的 性 质 我 们 同样 可 以 证 明 ， 这 条 横 截面 曲线 也 具 
有 同样 的 焦点 性 质 。 因 此 ， 它 实际 上 就 是 椭圆 。 











这 实在 有 些 令 人 失望 一 一 在 将 圆柱 体 换 成 圆锥 体 之 后 ， 似 乎 我 们 还 是 不 
能 够 得 到 一 种 新 的 曲线 。 不 过 ， 别 着 急 ! 截 圆锥 体 还 有 一 些 其 他 的 方 
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由 于 圆锥 体 的 锥 面 是 代 余 的， 取决 于 我 们 所 用 的 平面 是 否 要 比 锥 面 本 身 
更 倾斜 ， 我 们 能 够 得 到 不 同类 型 的 横 截面 。 当 平面 的 倾斜 程度 比 锥 面 平 
级 时 ， 我 们 得 到 的 模 截面 是 椭圆 。 那 么 如 上 图 所 示 ， 现 在 我 们 又 会 得 到 
什么 样 的 曲线 呢 ? 


有 一 点 可 以 肯定 ， 那 就 是 这 条 截 交 线 不 可 能 是 椭圆 。 首 先 ， 它 不 是 闭合 
的 一 一 随 着 我 们 对 圆锥 体 进 行 延伸 ， 它 包含 的 面积 也 变 得 越 来 越 大 。 妆 
然 ， 我 们 可 以 在 杀 一 点 将 它 切 断 ， 但 这 似乎 有 些 武 断 。 一 个 更 简单 更 党 
亮 的 想法 是 〈 至 少 对 我 来 说 是 这 样 ) ， 设 想 有 一 个 无 限 高 的 圆锥 体 ， 这 
样 这 条 截 交 线 也 将 是 无 限 的 ， 蕉 平面 的 另 一 端 永远 不 会 到 头 。 
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平面 与 圆锥 体 的 截 交 线 ， 我 们 一 般 称 之 为 圆锥 曲线 (conic sections， 或 
者 简写 为 conics) 。 事 实 上， 取决 于 和 截 平面 倾斜 程度 的 不 同 ， 共 有 三 种 
类 型 的 圆锥 曲线 。 当 截 平 面 的 倾斜 度 要 比 圆 锥 体 的 小 时 ， 我 们 得 到 的 圆 
锥 曲线 是 椭圆 ;， 而 当 截 平面 的 倾斜 度 要 比 圆锥 体 的 大 时 ， 我 们 就 会 得 到 
前 面 提 到 的 那 种 无 穷 曲线 ， 一 般 称 之 为 双 曲 线 (hyperbola， 希腊 语 “ 超 
远 投 掷 ” 的 意思 ) 。 还 剩 下 最 后 一 种 可 能 ， 那 就 是 截 平面 的 倾斜 上 度 正好 


和 圆锥 体 的 相等 时 。 


这 种 类 型 的 圆锥 曲线 ， 我 们 称 之 为 抛物 线 〈parabola， 硕 腊 语 “投掷 一 
劳 ” 的 意思 ) ， 它 同样 也 是 无 穷 曲线 ， 不 过 它 的 形状 却 和 双 曲 线 的 大 不 
相同 〈 我 们 很 快 就 会 发 现 这 一 点 ) 。 


关键 在 于 ， 我 们 可 以 用 不 同 的 方式 去 截 圆 锥 体 ， 并 且 随 着 截 的 方式 不 

同 ， 我 们 所 得 到 的 曲线 的 类 型 也 不 同 ， 同 时 曲线 具有 的 性 质 也 不 同 。 古 
典 几 何 学 家 对 椭圆 曲线 进行 了 广泛 而 深入 的 研究 ， 其 中 最 负 盛 名 的 是 阿 
波 罗 尼 奥 斯 〈 约 生活 于 公元 前 230 年 ) 。 这 一 时 期 的 一 个 重大 发 现 是 

和 椭圆 一 样 ， 双 曲线 与 抛物 线 都 有 着 上 自己 的 焦点 和 切线 性 质 。 显 然 ， 我 
很 想 告 诉 你 这 些 性 质 ， 但 在 此 之 前 ， 我 想 先 问 你 展示 一 种 有 些 不 同 但 却 
更 加 现代 的 思考 圆锥 曲线 的 方法 ， 我 认为 这 样 的 效果 会 更 好 。 


这 个 方法 ， 就 是 用 投影 的 思路 去 考虑 圆锥 曲线 。 让 我 们 设想 空间 中 有 两 
个 平面 。 不 过 ， 这 一 次 我 们 并 不 会 选择 一 个 特定 的 投影 方向 ， 而 是 固定 
空间 中 的 一 个 点 《该 点 并 不 在 这 两 个 平面 中 的 任何 一 个 平面 上 ) 作为 投 
影 的 投射 中 心 。 














从 投射 中 心 发 出 的 投 映 线 会 将 第 一 个 平面 上 的 点 投射 到 第 二 个 平面 上 。 
《有 时 候 ， 而 把 形成 的 投影 当 作 是 影 
子 。) 当然 ， 这 并 不 是 说 ， 第 二 个 平面 必须 位 于 第 一 个 平面 的 后 面 ， 我 
们 岂 杀 以 投 光 投射 中 心 而 不 是 大 投身 中心 向 外 投身 我 们 甚至 可 以 将 投 

射 中 心 放 在 这 两 个 平面 之 间 。 











无 论 是 哪 一 种 情况 ， 这 都 是 一 种 新 的 投影 类 型 ， 通 党 我 们 称 之 为 中 心 投 
影 ， 与 前 面 我 们 所 讨论 的 平行 投影 相对 。 


当 这 两 个 平面 平行 时 ， 中 心 投影 会 产生 什么 样 的 作用 ? 如 果 投 射 中 心 
位 于 这 两 个 平面 之 间 ， 情 况 又 会 怎样 ? 


中 心 投影 也 好 ， 平 行 投影 也 喷 ， 这 两 种 投影 都 会 对 形状 作 变 换 一 一 将 一 
种 形状 转换 为 妨 一 种 。 这 就 给 了 我 们 一 种 创造 新 形状 的 系统 化 方法 ， 并 
可 以 把 新 形状 与 己 有 形状 联系 起 来 。 特 别 是 ， 我 们 可 以 把 这 几 种 圆锥 曲 
线 〈 覃 圆 、 双 曲线 和 抛物 线 ) 都 看 成 是 圆 在 不 同 中 心 投影 下 形成 的 投 
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这 个 观点 的 一 种 解释 是 ， 这 些 圆锥 曲线 其 实 都 是 圆 ， 只 不 过 因为 观察 视 
角 的 不 同 ， 所 以 我 们 看 到 的 并 不 是 圆 。 


事实 上 ， 全 部 的 视角 问题 都 可 以 归结 到 中 心 投影 上 。 我 们 每 一 个 看 的 动 
作 其 实 都 是 一 次 投影 : 外 部 世界 通过 瞳孔 投影 到 我 们 的 视网膜 上 。 画 透 
视图 惑 是 我 们 模仿 这 一 过 程 的 蔡 试 ， 将 想象 中 的 观察 者 作为 投 映 中 心 。 
几何 学 中 的 投影 就 是 对 这 一 过 程 的 最 终 抽 象 。 








当然 ， 一 旦 我 们 有 了 一 种 新 的 数学 想法 ， 无 论 最 初 它 是 怎样 起 源 的 ， 它 
会 很 快 地 脱离 现实 的 靶 绊 。 在 十 七 世纪 初叶 ， 一 种 全 新 的 几何 学 在 人 
们 探索 透视 背后 的 数学 原理 时 兴起 了 ， 这 就 是 人 们 通常 所 称 的 射影 几何 





一 条 直线 上 的 任意 三 个 氮 经 过 0 下 会 共 线 吗 ? 如 果 是 四 个 把， 情 
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既然 投影 对 应 着 视角 的 变化 ， 那 么 认为 由 投影 联系 起 来 的 两 个 物体 是 相 
同 的 ， 也 就 很 自然 了 。 毕 竟 ， 它 们 只 是 同一 物体 的 不 同 视角 而 已 。 射 影 
几何 学 认为 ， 只 有 那些 不 受 投影 影响 的 性 质 才 古 几何 形状 最 重要 的 性 
质 。 几 何 形 状 固 有 的 性 质 ， 或 者 说 “真实 的 ”性 质 ， 是 不 应 该 取决 于 观察 
的 视角 的 ;， 美 不 应 该 因 人 而 异 。 那 些 在 投影 变换 时 会 改变 的 特征 ， 与 其 
说 是 形状 自 喘 具有 的 性 质 ， 不 如 说 是 我 们 观察 的 视角 所 有 具有 的 性 质 。 这 
古 一 种 相当 现代 的 忠 维 方式 。 研 究 人 条 种 特定 的 变换 (这 里 就 是 投影 变 
换 ) ， 我 们 将 只 关注 那些 在 变换 后 仍然 保持 不 变 的 结构 。 


在 投影 时 ， 是 否 所 有 的 三 角形 都 是 相同 的 ? 如 条 换 成 四 边 形 ， 情 次 义 


会 怎样 ? 


经 典 几何 学 和 射影 几何 学 的 最 大 区 别 是 ， 在 射影 几何 学 中 ， 各 种 传统 的 
量 值 ， 包 括 角度 、 长 度 、 面 积 和 体积 ， 已 经 不 再 有 任何 意义 。 投 影 变换 
总 剧 地 扭曲 了 形状 ， 彻 感 地 改变 了 所 有 这 些 量 值 。 从 这 个 意义 上 六 ， 投 
影 是 极 具 破坏 性 的 。 


Ea 
因此 ， 如 果 说 射影 几何 学 并 不 关注 各 种 量 值 的 度量 ， 那 么 它 关 注 的 又 是 
什么 呢 ? 又 有 哪些 性 质 会 不 受 投 影 的 影响 呢 ? 


直线 度 〈straightness) 就 是 一 个 很 好 的 例子 一 一 直线 的 任何 投影 都 还 会 
征 直 线 。 从 投影 的 角度 来 说 ， 直 线 度 才 是 “真实 的 ”。 特 别 地 ， 如 有 果 一 个 
点 集中 的 所 有 点 都 是 共 线 的 《也 就 是 所 有 的 点 都 在 同一 条 直线 上 ) ， 那 
么 经 过 投影 后 ， 它 们 仍然 会 共 线 。 也 就 是 说 ， 如 果 投 影 前 是 对 齐 的 ， 那 
么 投影 后 也 肯定 会 是 对 齐 的 ， 这 一 点 并 不 取决 于 观察 的 角度 。 


























多 边 形 的 投影 总 是 多 边 形 吗 ? 


相 切 性 是 男 一 个 冉 影 不 变量 : 如 果 投 影 前 一 条 直线 在 茶 一 点 与 一 条 曲线 
相 切 ， 那 么 投影 后 它们 仍然 会 相 切 ， 即 使 此 时 曲线 的 形状 和 直线 的 位 置 
都 可 能 会 及 生 改 变 。 


























一 般 来 说 ， 与 相交 有 关 的 量 通 常 都 是 财 影 不 变量 。 就 拿 两 条 曲线 来 说 ， 
它们 是 否 相 交 以 及 相交 的 次 数 部 是 射影 不 变量 ,但 像 相 交 时 所 形成 的 角 
度 这 样 的 量 则 不 是 ， 这 些 值 在 投影 后 通常 会 变 得 面目 全 非 。 


实际 上 ， 结 果 表 明 ， 相 交 的 问题 稍微 有 一 些 复杂 。 事 实 上 ， 相 交 并 不 是 
真 的 射影 不 变量 ， 甚 至 可 能 会 发 生 下 面 这 样 的 情况 : 两 条 原本 相交 的 直 
线 ， 在 投影 之 后 变 成 了 两 条 平行 的 直线 。 























这 里 ， 两 条 直线 投影 前 的 交点 完全 没有 出 现在 投影 面 上 上。 事实 上 ， 在 所 
人 
= 于 8 





这 里 的 问题 是 ， 有 时 连接 投射 中 心 与 我 们 所 观 穴 的 那 一 点 的 直线 可 能 会 
平行 于 投影 面 。 这 实在 可 以 说 是 一 场 灾 难 ， 因 为 它 意 味 着 投影 是 有 缺陷 
的 一 一 它 会 号 致 一 些 信息 的 丢失 。 特 别 是 ， 它 会 丢失 直线 是 否 相 交 的 信 
息 。 

















而 且 ， 信 息 丢失 的 程度 甚至 可 以 达到 ， 一 条 直线 上 的 所 有 点 将 会 在 投影 
时 完全 消失 。 
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具体 来 说 ， 这 条 和 直线 束 是 和 投影 面 平行 且 相 对 于 投影 面 与 投 财 中 心 处 于 
同一 高 度 的 和 直线， 其 上 的 所 有 点 将 会 在 投影 的 过 程 中 完全 消失 。 


类 似 的 灾难 也 会 在 相反 的 过 程 中 的 发 生 。 如 果 我 们 将 茶 一 个 平面 上 的 两 
条 平行 直线 投影 到 另 一 个 平面 上 ， 我 们 将 得 到 十 分 古怪 的 结果 : 两 条 相 
交 直 线 的 交点 消失 了 ! 








当然 ， 发 生 这 样 的 事情 ， 我 们 是 完全 不 能 接受 的 ， 同 时 ， 对 于 这 样 丑陋 
的 结果 ， 我 们 也 是 绝对 不 能 容 妨 的 ! 


三 条 平行 直线 的 投影 看 起 来 会 是 什么 样子 ? 


顺便 说 一 句 ， 正 是 中 心 投影 的 这 一 特征 造成 了 消失 点 的 现象 一 一 两 条 平 
行 的 直线 ， 比 如 说 两 条 铁轨 ， 看 上 去 总 是 会 在 膛 远 的 地 平 线 上 相交 于 一 
后 。 














不 过 ， 从 实用 的 角度 来 看 ， 比 如 说 对 艺术 家 或 者 建筑 师 来 说 ， 这 其 实 算 
是 一 个 好 消息 。 这 样 ， 他 们 就 能 够 画 出 邻 人 信服 的 铁轨 了 ， 也 不 会 有 人 
i A es 
5 a 促使 他 们 迈 出 了 大 胆 且 富有 想象 力 的 
空间 进行 重新 定义 。 


他 们 的 想法 非常 巧妙 。 我 们 在 投影 时 遇 到 的 问题 是 ， 并 不 是 经 过 一 个 点 
的 所 有 直线 都 必然 会 和 一 个 给 定 的 平面 相交 。 
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这 里 的 问题 在 于 ， 两 个 物体 是 可 以 平行 的 : 直线 可 以 平行 于 直线 ， 平 面 
也 可 以 平行 于 妃 一 个 平面 ， 而 且 还 有 我 们 刚刚 遇 到 的 那 种 情况 ， 也 就 是 
直线 也 可 以 与 平面 互相 平行 。 既 然 是 平行 导致 了 这 个 问题 ， 那 么 解决 的 
办 法 就 是 去 掉 平 行 一 一 这 样 ， 同 一 个 方 同 的 直线 或 平面 就 总 是 会 相 区 。 


这 个 全 新 的 想法 是 这 样 的 ， 对 于 空间 中 的 每 一 个 方向 ， 我 们 都 设想 有 一 
个 新 的 点 位 于 这 个 方 铝 上 的 无 穷 远 处 ， 而 且 所 有 这 个 方向 上 的 直线 都 会 
相交 于 这 个 新 的 想象 的 无 穷 远 点 。 这 个 想法 就 是 这 么 简单 : 我 们 只 需要 
加 上 足够 多 的 新 的 点 《每 一 个 方向 上 加 一 个 点 就 足够 了 ) ， 这 样 平行 的 
直线 和 平面 就 会 彼此 相交 。 
































思考 这 种 想法 ， 一 种 不 错 的 方法 是 ， 设 想 有 一 条 直线 和 直线 外 的 一 点 ， 
看 一 看 经 过 直线 外 这 一 点 的 直线 是 怎样 和 这 条 直线 相交 的 。 
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当 两 条 直线 越 来 越 接 近 平 行 时 ， 交 点 也 会 相应 地 向 右 移 得 越 来 越 远 。 这 
里 的 观点 是 ， 当 两 条 直线 完全 平行 时 ， 它 们 仍然 会 有 一 个 交点 ， 那 就 是 
位 于 右边 的 无 穷 远 点 。 有 趣 的 是 ， 对 于 那些 萌 癌 左边 的 直线 ， 也 会 有 同 
样 的 事情 发 生 。 这 些 我 们 新 加 入 的 点 ， 既 位 于 左边 的 无 穷 远 处 ， 也 位 于 
右边 的 无 穷 远 处 。 这 里 的 直线 有 些 像 一 个 特别 大 的 圆 ， 在 穿 过 无 穷 远 处 
之 后 义 回 到 了 男 一 边 。 


这 昕 起 来 是 否 像 是 一 个 首 子 的 胡言 乱 语 呢 ? 我 承认 ， 我 们 的 确 需 要 兹 一 
些 时 间 来 适应 这 种 全 新 的 想法 。 也 许 ， 你 会 对 这 些 新 加 入 的 点 不 以 为 

然 ， 因 为 它们 都 是 想象 出 来 的 一 一 它们 并 不 是 真 的 就 在 那儿 。 然 而 ， 我 
们 所 讨论 的 所 有 这 些 也 都 不 是 真实 的 呀 ， 首 先 就 不 存在 “那儿 ”这样 一 个 
地 方 。 上 点、 直线 以 及 其 他 的 形状 都 是 我 们 想象 出 来 的 ， 这 样 事情 就 会 变 
得 简单 、 讲 腕 一 一 我 们 这 样 做 完全 是 基于 美的 考虑 。 现 在 ， 我 们 再 一 次 
这 样 做 ， 为 的 是 使 投影 也 能 够 变 得 简单 、 漂 完 。 一 旦 你 习惯 了 ， 你 惑 会 
认为 这 样 做 真 的 很 不 错 。 


这 些 新 加 入 的 点 ， 我 们 称 之 为 无 穷 远 点 。 这 个 我 们 所 创造 的 更 大 的 至 
间 ， 也 就 是 在 普通 三 维 空间 的 基础 上 再 加 上 上 所 有 这 些 无 穷 远 点 ， 则 被 称 
为 射影 空间 。 通 和 ， 我 们 也 会 在 各 个 方 网 的 直线 上 以 及 各 个 平面 上 加 入 
无 穷 远 点 。 因 此 ， 射 影 直 线束 是 普通 的 直线 再 加 上 这 个 方 辐 上 的 无 穷 远 
点 ; 而 射影 平面 则 是 普通 的 平面 再 加 上 上 所 有 那些 你 预期 的 无 穷 远 点 ， 即 
与 平面 上 各 个 不 同 的 方 网 对 应 的 无 穷 远 点 。 


这 样 的 结果 就 是 ， 我 们 有 了 一 种 全 新 的 几何 学 ， 不 过 其 中 不 再 有 平行 。 
一 个 平面 上 的 任意 两 条 直线 总 是 会 相交 。 如 果 在 加 入 无 穷 远 点 之 前 ， 它 
们 就 已 经 相交 ， 那 么 它们 现在 仍然 会 相交 ; 如 果 它 们 之 前 平行 ， 那 么 它 
们 现在 将 相交 于 无 穷 远 点 。 与 经 典 几 何 学 中 的 情况 相 比 ， 现 在 这 样 可 以 
说 是 更 漂亮 、 更 对 称 。 












































那么 ， 两 个 平面 的 情况 又 会 怎样 呢 ? 通 币 情 况 下 ， 两 个 平面 会 相交 于 一 
条 直线 。 当 两 个 平面 平行 时 ， 情 况 又 是 怎样 呢 ? 注意 到 两 个 平行 的 平面 
有 着 完 全 相同 的 无 穷 远 点 ， 所 有 这 些 无 穷 远 点 构成 了 这 两 个 平面 的 交 
集 。 这 样 ， 我 们 束 可 以 将 所 有 这 些 无 穷 远 点 看 成 是 平 务 上 无 穷 远 直 线 上 
的 点 。 不 失 一 般 性 ， 现 在 我 们 完全 可 以 这 样 说 ; 射影 空间 中 的 两 个 射影 
平面 总 是 会 相交 于 一 条 射影 直线 。 


类 似 地 ， 认 为 射影 空间 中 所 有 无 穷 远 点 的 集合 组 成 了 一 个 无 穷 远 射 影 平 
面 ， 也 是 一 个 不 错 的 想法 。 然 后 ， 我 们 就 可 以 这 样 说 ， 则 影 空间 中 的 直 
线 和 平面 总 是 会 相交 于 一 点 “当然 ， 要 排除 这 样 的 情况 : 这 条 直线 刚好 
位 于 这 个 平面 上 ) 。 

古人 否 射影 空间 中 的 两 条 任意 直线 必然 相交 ? 
在 有 了 更 好 的 环境 之 后 ， 投 影 现 在 也 变 成 了 一 个 运行 恨 好 的 变换 过 程 。 
两 条 平行 的 直线 不 再 被 投影 成 非常 难看 的 没有 交点 的 相交 直线 ， 现 在 我 


们 看 到 的 投影 是 两 条 正常 相交 的 直线 ， 其 中 的 交点 由 无 穷 远 点 变 成 了 普 
通 的 有 穷 远 反 。 
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当然 ， 在 处 理 射 影 空间 时 ， 正 确 的 方式 束 是 忽略 普通 的 有 穷 远 上 友和 特殊 
的 无 穷 远 点 之 间 的 区 别 。 从 射影 的 角度 来 看 ， 两 者 之 间 并 没有 什么 区 

别 ; 从 一 个 角度 看 是 普通 的 点 ， 从 一 个 角度 看 就 是 无 穷 远 点 。 射 影 空 
间 是 一 个 完全 对 称 的 空间 ， 其 中 所 有 的 点 其 地 位 都 是 平等 的 。 

特别 是 ， 平 行 投影 和 中 心 投影 之 间 的 区 别 是 很 有 欺骗 性 的 。 平 行 投影 只 
不 过 是 投 财 中 心 位 于 无 穷 远 扣 处 的 中 心 投影 。 所 以 我 们 将 去 掉 投 影 前 的 
形容 词 ， 因 为 它 反 映 了 传统 的 偏见 。 我 们 会 简单 地 将 两 者 都 称 为 投影 。 


好 了 ， 现 在 我 们 有 了 全 面 改造 后 的 投影 变换 ， 也 确认 了 投影 过 程 中 的 一 




















些 不 变量 一 一 直线 度 、 相 切 性 和 相交 性 。 你 还 能 够 找 出 其 他 一 些 不 变量 
吗 ? 


你 能 够 找 出 一 个 射影 不 变量 吗 ? 
现在 ， 对 于 前 面 提 到 的 一 些 内 容 ， 我 可 以 更 加 准确 地 表示 了 一 一 比如 可 


以 认为 圆锥 曲线 是 圆 的 投影 。 对 于 椭圆 ， 我 并 没有 需要 补充 的 内 容 ， 我 
们 发 现 圆锥 体 或 圆柱 体 的 条 些 截 面 是 椭圆 ， 而 它们 无 疑 都 是 圆 的 投影 。 

















圆锥 体 与 圆 的 中 心 投影 对 应 ， 而 圆柱 体 则 与 圆 的 平行 投影 对 应 。 既 然 从 
投影 的 角度 来 看 两 者 是 一 样 的 ， 那 么 认为 圆柱 体 是 一 种 特殊 的 圆锥 体 也 
古 可 以 说 得 通 的 一 一 圆柱 体 的 顶点 在 无 穷 远 处 。 


0 0 
她 物 线 。 








在 这 种 情况 下 ， 我 们 是 将 圆锥 体 的 顶点 当成 了 投射 中 心 ， 把 圆 从 水 平 的 
平面 上 投影 到 倾斜 的 规 平 面 上 。 因 此 ， 抛 物 线 肯 定 是 圆 的 投影 。 值 得 注 
意 的 是 ， 在 圆 上 有 一 点 并 没有 被 严格 地 投影 到 规 平 面 上 ， 它 被 投影 到 了 
截 平 面 上 的 无 穷 远 点 。 这 说 明 ， 扫 物 线 不 过 就 是 其 中 有 一 点 位 于 无 穷 远 
处 的 圆 ， 而 无 穷 远 直 线 就 是 这 个 圆 的 切线 。 
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然而 ， 对 双 曲 线 来 说 ， 却 发 生 了 一 件 有 些 奇 怪 的 事情 。 











圆 位 于 截 平 面 之 后 的 部 分 投影 得 很 好 ， 形 成 了 独特 的 碗 状 形 状 ， 但 是 圆 
的 剩余 部 分 去 哪里 了 呢 ? 令 人 惊讶 的 是 ， 它 出 现在 了 圆锥 体 的 上 方 。 换 
et Dm 
可 上 投影 。 














因此 ， 此 时 圆 的 投影 是 两 个 硕 形 的 曲线 ， 一 个 开口 同上 ， 另 一 个 开口 同 
下 。 所 以 我 们 应 该 认为 双 曲 线 是 由 两 个 分 支 组 成 的 。 它 也 是 圆 的 一 种 投 
影 ， 只 不 过 这 一 次 有 两 个 无 穷 远 点 。 
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当 我 们 沿 着 双 曲 线 旅 行 时 ， 我 们 首先 动身 前 往 一 个 方向 的 无 穷 远 点 处 ， 
在 经 过 此 方向 的 无 穷 远 点 之 后 ， 我 们 会 发 现 自己 正 沿 着 双 曲 线 的 男 外 一 
个 分 支 在 走 。 
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用 平面 去 截 一 个 圆锥 体 ， 当 所 和 截 得 的 是 双 曲 线 时 ， 请 问 是 圆锥 体 底面 
圆 上 的 哪 两 点 被 投影 到 了 无 穷 远 处 ? 


因此 ， 如 果 我 们 能 够 恰当 地 理解 ， 其 实 所 有 的 圆锥 曲线 部 是 圆 的 投影 。 
这 意味 着 ， 从 射影 的 角度 看 ， 所 有 的 圆锥 曲线 都 是 圆 。 而 从 传统 的 角度 
看 ， 它 们 之 间 的 区 别 则 取决 于 圆 和 无 穷 远 直 线 是 怎样 相交 的 一 一 是 没有 
交点 ， 有 一 个 交点 ， 还 是 有 两 个 交点 ? 


不 仅 如 此 ， 结 果 还 表明 ， 圆 的 每 一 个 投影 都 是 一 个 圆锥 曲线 。 无 论 你 对 
圆 进 行 怎 样 的 投影 ， 你 得 到 的 不 外 乎 是 椭圆 、 抛 物 线 或 者 双 曲 线 。 除 此 
之 外 ， 并 没有 任何 其 他 的 曲线 和 圆 在 投影 上 是 等 价 的 。 特 别 是 ， 这 说 
明 ， 和 斜 圆锥 体 的 和 正 圆锥 体 有 着 相同 的 截面 曲线 。 


























即使 广义 圆锥 体 的 确 面 自 员 也 古 一 个 圆锥 截面 ， 比 如 说 是 一 个 椭圆 ， 我 
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线 。 





一 般 来 说 ， 投 影 的 投影 仍然 还 是 投影 。 粗 略 地 说 ， 这 是 因为 ， 对 于 他 人 
透视 结果 所 做 的 透视 ， 仍 然 还 是 一 种 透视 。 这 也 正 是 射影 几何 学 最 突出 
的 特征 之 一 一 一 射影 空间 和 射影 变换 形成 了 一 个 封闭 的 系统 ， 而 它 在 很 
多 方面 比 经 典 几何 学 更 简单 、 更 优美 。 


用 手电 简 从 不 同 的 角度 照 财 墙壁 ， 你 能 够 看 到 所 有 三 种 不 同 的 圆锥 曲 
? 
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或 许 ， 能 够 从 射影 的 角度 去 观察 这 些 圆 锥 曲线 很 令 人 欣慰 〈 我 们 可 以 将 
它们 都 看 成 是 同一 个 圆 的 不 同 透视 ) 。 然 而 ， 关 于 这 些 曲 线 的 几何 性 

质 ， 实 际 上 仅 通 过 这 一 点 我 们 并 不 会 知道 得 太 多 。 知 道 双 曲线 、 抛 物 线 
和 椭圆 是 射影 等 价 的 ， 这 当然 很 不 错 ; 不 过 ， 它 们 仍然 是 不 同 的 形状 。 
和 
线 的 呢 ? 


在 这 一 把 上 ， 我 们 对 于 椭圆 的 了 解 要 比 其 他 两 种 圆锥 曲线 多 。 除 了 知道 
椭圆 是 拉 伸 之 后 的 圆 之 外 ， 我 们 还 知道 它 有 大 很 特别 的 焦点 性 质 和 切线 
Oo ee 
全 有 。 


事实 上 ， 双 曲线 的 焦点 性 质 十 分 漂亮 。 与 李 圆 一 样 ， 双 曲线 也 有 两 个 特 
殊 的 焦点 ， 当 其 上 的 点 治 痢 曲线 移动 时 ， 该 点 距 这 两 个 焦点 的 距离 也 同 
样 齐 循 着 一 个 很 简单 的 模式 。 




















只 不 过 ， 这 一 次 并 不 是 这 两 个 距离 之 和 保持 不 变 ， 而 是 两 者 之 关 。 也 就 
证 襄 ， 双 曲线 是 到 两 个 定 扣 的 距离 之 大 的 绝对 值 为 定价 的 所有 扣 的 集 


口 o 


目 然 ， 这 样 令 人 惊讶 的 结论 肯定 是 需要 证 明 的 。 我 们 必须 要 证 明 ， 如 果 
我 们 用 倾斜 度 更 大 的 平面 去 截 一 个 圆锥 体 〈 这 样 才能 够 形成 双 曲 线 ) ， 
那么 所 得 的 截 交 线 上 的 所 有 点 必须 要 遵循 这 个 新 的 焦点 性 质 。 正 如 你 所 





期 望 的 ， 我 们 同样 可 以 用 先前 的 方法 证 明 这 一 点 ， 移 增加 两 个 辅助 用 的 
球体 ， 然 后 再 利用 切线 的 性 质 。 


你 能 够 给 出 这 个 证 明 的 详细 步骤 吗 ? 


通过 焦点 性 质 ， 我 们 可 以 知道 很 多 双 曲 线 的 相关 信息 。 首 先 ， 这 意味 着 
双 曲 线 必然 是 完全 对 称 的 。 








这 里 所 说 的 对 称 ， 不 仅仅 指 双 曲线 的 每 一 个 分 文本 喘 都 是 对 称 的 ， 而 且 
指 双 曲线 的 两 个 分 文 之 间 也 是 对 称 的 ， 两 者 互 为 镜像 。 因 此 ， 双 曲线 有 
两 条 对 称 轴 ， 其 中 一 条 是 经 过 两 个 焦点 的 直线 ， 另 一 条 则 是 连接 这 两 个 


为 什么 双 曲 线 会 如 此 对 称 ? 


双 曲 线 另 一 个 优美 的 特征 是 ， 它 的 两 个 分 文 是 如 此 紧 贴 着 两 条 相交 的 和 直 
线 无 限 地 向 远 处 延伸 。 
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实际 上 ， 这 两 条 直线 并 不 与 双 曲 线 相交 ， 但 要 是 你 沿 厦 双 曲线 一 直 疝 前 
走 ， 你 就 会 发 现 上 自己 离 这 两 条 直线 越 来 越 近 。 换 句 话 说 ， 这 两 条 直线 就 
古 双 曲线 在 无 穷 远 反 的 切线 。 


思考 这 一 性 质 的 最 简单 的 方法 ， 就 是 将 双 曲 线 看 成 是 射影 空间 中 的 一 个 
圆 ， 这 个 圆 与 无 穷 远 直 线 相 交 于 两 点 《这 上 毕 竞 是 双 曲 线 应 有 的 内 涵 ) 。 
这 样 ， 圆 在 这 两 点 束 会 有 两 条 切线 ， 而 这 两 条 切线 也 就 是 我 们 在 上 图 中 
所 看 见 的 那 两 条 直线 。 

















既然 双 曲 线 是 对 称 的 ， 那 么 这 两 条 切线 的 交点 也 就 必然 是 双 曲 线 两 个 焦 
点 连 线 的 中 点 。 





另外 ， 我 们 还 能 够 很 漂亮 地 
起 来 。 如 果 过 这 两 个 焦点 画 这 两 条 切线 的 平行 线 ， 那 么 我 们 就 会 得 到 如 


下 图 所 示 的 钻石 形 的 平行 四 边 形 。 


完 地 将 双 曲 线 的 这 两 条 切线 和 它 的 两 个 焦点 联系 
会 








同样 是 由 于 双 曲 线 的 对 称 性 ， 这 个 钻石 形 平 行 四 边 形 的 四 条 边 必 然 是 相 
等 的 。 不 过 ， 由 于 它 的 各 个 角 并 不 一 定 是 直角 ， 所 以 我 们 并 不 能 说 它 是 
正方 形 ， 但 它 仍 然 是 一 个 很 漂亮 的 、 钻 石 形 的 平行 四 边 形 。 你 也 可 以 
称 它 为 “ 鞭 形 ”， 如 果 你 更 喜欢 这 个 词 的 话 。) 

通过 焦点 的 性 质 ， 我 们 知道 双 曲 线 上 任意 一 点 到 两 个 焦点 的 距离 之 差 的 
绝对 值 都 是 一 个 和 常量， 我 们 可 以 称 之 为 双 曲 线 的 焦点 常量 (focal 
constant) 。 结 果 表 明 ， 这 个 焦点 常量 正好 等 于 获 形 的 边 长 。 











为 什么 双 曲 线 的 焦点 币 量 与 攻 形 的 边 长 相等 ? 





《或 许 ， 理 解 这 一 点 最 简单 的 方法 ， 就 是 设想 有 一 点 沿 着 双 曲 线 向 无 穷 
远 处 移动 ， 再 想 一 想 此 时 连接 这 一 点 与 两 个 焦点 会 发 生 什么 。) 





由 此 我 们 可 以 得 出 的 一 个 推论 是 ， 双 曲线 完全 由 它 在 无 穷 远 点 的 两 条 切 
线 《〈《 即 两 条 相交 的 渐 近 线 ) 以 及 它 的 两 个 焦点 确定 。 








因此 ， 有 了 任意 一 组 相交 的 直线 ， 再 加 上 两 个 相对 于 这 两 条 直线 对 称 放 
置 的 点 ， 我 们 融 能 够 唯一 地 确定 一 条 双 曲 线 ， 原 因 是 : 如 果 我 们 知道 了 
这 两 条 直线 和 这 两 个 点 ， 我 们 残 能 够 作出 前 面 所 说 的 疤 形 并 得 到 焦点 营 
量 。 除 此 之 外 ， 再 加 上 两 个 焦点 的 位 置 ， 就 决定 了 双 曲 线 上 的 每 一 后 。 
所 以 为 了 确定 一 条 特定 的 双 曲 线 ， 我 们 只 需要 知道 一 组 相交 直线 之 间 的 
夹 角 以 及 两 个 焦点 之 间 的 距离 束 足 够 了 。 


事实 上 ， 由 于 等 比例 缩放 对 角度 并 没有 什么 影响 ， 所 以 双 曲 线 的 形状 只 
取决 于 这 两 条 切线 之 间 的 夹 角 。 切 线 之 间 的 夹 角 相同 但 焦距 不 同 的 两 条 
双 曲 线 ， 硅 是 对 其 中 一 条 进行 等 比例 缩小 或 者 放大 ， 我 们 就 可 以 得 到 为 
外 一 条 ， 像 这 样 的 双 曲 线 就 是 相似 的 双 曲 线 。 因 此 ， 不 同 的 双 曲 线 和 切 
线 之 间 不 同 的 夹 角 一 一 对 应 。 











特别 地 ， 如 果 双 曲线 的 两 条 切线 之 间 的 夹 角 为 直角 ， 则 我 们 称 这 样 的 双 
曲线 为 等 轴 双 曲线 。 


等 轴 双 曲线 相对 于 双 曲 线 的 重要 性 ， 正 如 圆 相 对 于 椭圆 。 我 们 可 以 将 它 
视 为 标准 双 曲 线 ， 其 他 的 双 曲 线 都 能 够 通过 标准 双 曲 线 得 到 。 换 句 话 
说 ， 所 有 的 双 曲 线 都 是 拉 伸 之 后 的 等 轴 双 曲线 。 


为 什么 所 有 的 双 曲 线 都 可 以 通过 拉 伸 等 轴 双 曲线 得 到 ? 


《这 里 有 一 点 微妙 之 处 ， 那 就 是 : 我 们 怎么 知道 双 曲 线 拉 伸 之 后 仍然 还 
是 双 曲 线 呢 ? ) 


在 双 曲 线 和 椭圆 之 间 ， 存 在 着 很 多 共同 之 处 。 首 先 ， 两 者 焦点 的 性 质 十 
分 相似 ， 郑 涉及 曲线 上 的 点 到 两 个 固定 点 的 距离 。 不 同 的 是 ， 对 顶 圆 来 
说 是 到 这 两 固定 点 的 距离 之 和 是 常量 ， 而 对 双 曲 线 来 说 则 是 到 这 两 点 的 
距离 之 又 的 绝对 值 是 常量 。 其 次 ， 两 者 也 部 是 包含 无 数 个 具体 形状 的 一 
类 形状 ， 部 可 以 通过 对 一 个 原型 进行 拉 伸 得 到 一 一 对 椭圆 来 说 是 加 ， 对 
双 曲 线 来 说 则 是 等 轴 双 曲线 。 


更 具体 地 说 ， 一 旦 我 们 选 定 了 一 个 单位 长 度 ， 我 们 就 可 以 讨论 半径 为 单 
位 长 度 的 单位 圆 。 然 后 ， 通 过 对 单位 圆 进 行 两 次 拉 伸 变换 ， 我 们 就 能 够 
得 到 任意 的 椭圆 一 一 在 一 个 方向 上 按 某 一 系数 进行 第 一 次 拉 伸 ， 然 后 在 
第 一 次 拉 伸 方向 的 垂直 方 同 上 按 男 一 个 系数 进行 第 二 次 拉 伸 。 


























这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 认为 顶 圆 有 长 半 轴 和 短 半 轴 ， 而 椭圆 也 完全 由 这 
两 个 半 轴 的 长 度 决 定 。 
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类 似 地 ， 我 们 也 有 单位 双 曲 线 ， 也 就 是 如 下 图 所 示 的 从 顶点 到 渐 近 线 交 
点 的 距离 正好 是 单位 长 度 的 等 轴 双 曲线 。 








同样 地 ， 我 们 也 能 够 将 任意 的 双 曲 线 看 成 是 拉 伸 之 后 的 单位 双 曲 线 《〈 在 
两 个 方向 上 按 两 个 系数 进行 拉 伸 ) 。 


单位 双 曲 线 的 两 个 焦点 分 别 在 哪里 ? 如 果 对 此 双 曲 线 在 两 条 对 称 轴 的 
方 网 上 分 别 近 系数 a 和 b 进行 拉 伸 ， 则 其 焦点 又 会 在 哪里 ? 


双 曲 线 和 椭圆 的 男 一 有 趣 的 相似 之 处 ， 是 焦点 常量 在 几何 上 的 表现 方 


式 。 
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证 明 椭 圆 和 双 曲 线 的 焦点 常量 分 别 等 于 长 轴 和 实 轴 。 


此 外 ， 双 曲线 和 椭圆 的 切线 性 质 也 很 相似 。 对 杭 圆 来 说 ， 切 线性 质 形成 
了 我 们 在 前 面 的 章节 中 介绍 的 台球 桌 性 质 "， 那 么 对 双 曲 线 来 说 ， 它 又 
会 产生 什么 影响 呢 ? 


你 知道 双 曲 线 有 什么 样 的 切线 性 质 吗 ? 


然而 ， 圆 锥 曲线 的 最 后 一 种 类 型 ， 即 抛物 线 ， 却 又 完全 是 另外 一 回 事 。 
里 然 抛 物 线 的 焦点 也 有 自己 的 性 质 ， 但 是 却 与 椭圆 和 双 曲 线 的 焦点 性 质 
大 不 相同 。 与 覃 圆 和 双 曲 线 都 有 两 个 焦点 不 同 ， 抛 物 线 只 有 一 个 焦点 。 
当 用 和 圆锥 体 倾 矢 程度 相同 的 截 平 面 去 截 圆 锥 体 时 ， 我 们 仅仅 划分 出 了 
能 够 正确 地 容纳 一 个 球体 的 隔 间 。 





也 就 是 说 ， 只 存在 一 个 球体 同时 与 圆锥 体 以 及 截 平 面相 切 。 与 前 面 一 
样 ， 球 体 与 截 平 面 的 切 点 束 是 这 条 抛物 线 的 焦点 。 这 样 ， 抛 物 线 上 一 点 
到 焦点 的 距离 就 等 于 这 一 扣 沿 着 圆锥 体 到 球 的 距离 。 换 句 话说 ， 这 个 距 
离 也 就 是 这 一 点 到 球 与 加 锥 体 所 形成 的 截 交 圆 的 距离 。 





如 采 是 椭圆 或 者 双 曲 线 的 话 ， 都 会 有 这 一 点 到 兄 外 一 个 焦点 的 距离 可 以 
供 我 们 比较 ， 但 对 抛物 线 来 说 却 并 不 存在 这 样 一 个 距离 。 那 么 我 们 要 怎 
样 理 解 这 个 距离 在 几何 上 的 意义 呢 ? 我 想 ， 想 要 知 着 到 底 会 发 生 什么 ， 
最 好 的 方法 就 是 用 水 平面 再 截 圆 锥 体 两 次 ， 一 次 经 过 球 与 圆锥 体 的 截 交 
册 ， 男 一 次 经 过 我 们 选择 的 这 一 点 ， 由 此 形成 了 一 个 类 似 灯 单 的 物体 。 








这 样 ， 我 们 就 去 挥 了 圆锥 体 无 天 的 部 分 。 注 意 到 经 过 截 交 圆 的 平面 会 与 
规 平 面相 交 于 一 条 直线 ， 而 这 条 直线 正 是 解决 整个 问题 的 关键 。 更 重要 
人 
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下 面 就 是 解决 问题 过 程 中 最 美妙 的 一 步 了 ， 即 观察 力 发 挥 作用 的 这 一 
步 。 我 们 所 关心 的 这 段 距 离 〈 也 就 是 从 我 们 选 定 的 这 一 点 到 焦点 的 距 
离 ) 正 好 是 沿 着 灯 单 从 一 个 水 平面 到 为 一 个 水 平面 的 距离 。 这 样 ， 我 们 
就 可 以 在 不 改变 其 长 度 的 情况 下 ， 使 该 距离 围绕 灯 音 旋转。 特别 地 ， 我 
们 可 以 把 该 距离 旋转 到 与 截 平面 正 对 面 的 位 置 。 





现在 ， 我 们 就 可 以 很 容易 地 看 出 这 段 距离 的 长 度 了 一 一 它 就 是 我 们 选择 
的 这 一 点 到 这 条 特殊 直线 的 距离 。 很 神奇 吧 ! 所 以 处 理 抛物 线 时 的 特殊 
之 处 ， 不 仅 在 于 它 只 有 一 个 焦点 ， 还 在 于 它 还 有 一 条 准 线 。 抛 物 线 上 的 
所 有 点 都 遵循 着 下 面 这 个 漂亮 的 模式 ， 即 到 焦点 的 距离 与 到 准 线 的 距离 

















《 
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Cr ee 
通过 摔 物 线 的 焦点 性 质 ， 我 们 能 够 得 到 儿 个 很 有 意思 的 推论 。 首 先 ， 这 


意味 着 抛物 线 必然 是 对 称 的 (对 于 这 一 点 你 可 能 并 不 会 觉得 那么 慰 
奇 ) 。 





一 一 丰 一 一 一 一 一 一 一 


此 外 ， 既 然 一 条 抛物 线 完 全 由 它 的 焦点 和 准 线 确 定 ， 那 么 通过 焦点 和 准 
线 之 间 的 距离 不 同 我 们 就 能 够 两 条 抛物 线 区 分 开 来 。 


ea 


这 也 意味 着 ， 对 任意 两 条 抛物 线 来 说 ， 其 中 的 任意 一 条 都 可 以 通过 缩放 








另外 一 条 得 到 。 也 惑 是 说 ， 其 实 所 有 的 抛物 线 都 是 相似 的 ， 实 际 上 抛物 
线 的 形状 只 有 一 种 。 而 椭圆 和 双 曲 线 则 不 同 ， 它 们 都 有 很 多 种 ， 这 取决 
于 我 们 怎么 拉 伸 它们 ; 抛物线 则 只 有 一 种 ， 这 使 得 抛物 线 显 得 很 独特 。 


拉 伸 之 后 的 抛物 线 会 是 什么 样子 ? 
一 种 不 错 的 思考 抛物 线 的 方法 ， 是 将 抛物 线 看 成 是 无 穷 大 的 椭圆 : 将 椭 


圆 的 一 个 焦点 固定 ， 而 将 另 一 个 焦点 放 在 无 穷 远 处 ， 这 样 我 们 就 得 到 了 
抛物 线 。 








“用 同样 的 方法 ， 我 们 也 可 以 认为 抛物 线 是 无 限 的 双 曲 线 。) 从 东 种 意 
义 上 说 ， 抛 物 线 位 于 李 圆 和 双 曲 线 的 边界 线 上 。 既 然 抛物 线 可 以 看 成 是 
无 穷 大 的 覃 圆 ， 我 们 马上 也 就 知道 了 抛物 线 会 有 着 怎样 的 切线 性 质 : 假 
人 
远 处 。 








如 果 不 使 用 “无 穷 远 ” 之 类 的 术语 ， 你 能 够 直接 证 明 抛 物 线 的 这 一 切线 


性 质 吗 ? 
也 许 下 面 这 个 几何 体 更 漂亮 ， 以 抛物 线 的 对 称 轴 为 轴线 旋转 抛物 线 半 局 


而 得 到 的 曲面 ， 也 就 是 我 们 通常 所 称 的 抛物 面 。 它 在 各 个 方向 上 都 有 着 
与 抛物 线 相同 的 切线 性 质 。 





这 一 性 质 有 着 不 少 有 趣 的 实际 应 用 。 首 先 ， 这 个 性 质 表 明 ， 如 果 我 们 制 
作 一 个 抛物 面 锐 《〈 即 有 着 抛物 面 形状 的 镜子 ) ， 并 将 灯泡 放 在 焦点 的 位 
置 上 ， 那 么 灯泡 发 出 的 所 有 光线 经 镜面 反射 后 都 会 平行 射出 ， 并 不 会 混 
费 任 何 的 能 量 。 我 们 日 常 使 用 的 手电 简 以 及 汽车 的 前 照 灯 惑 完全 是 这 样 
设计 的 。 与 此 相反 ， 当 阳光 射 入 时 ， 热 物 面 镜 则 可 以 用 来 制作 很 好 用 的 
太阳 能 烤箱 ， 所 有 入 射 的 阳光 经 镜面 发 射 后 都 会 集中 在 一 点 〈 这 就 是 我 
们 为 什么 称 这 一 点 为 "焦点 ”。) 同时 ， 圆 锥 曲面 也 能 够 做 出 很 不 错 的 镜 
头 ， 它 们 使 光 以 一 种 有 趣 且 有 用 的 方式 弯曲 。 


我 之 所 以 花 了 这 么 多 的 时 间 来 介绍 圆锥 曲线 的 内 容 ， 不 仅 因 为 它们 是 如 
此 漂亮 ， 同 时 也 因为 它们 有 很 多 有 趣 的 我 恕 不 住 要 告诉 你 的 性 质 。 此 
外 ， 还 有 一 个 原因 是 ， 我 可 以 告诉 你 们 这 些 。 讨 论 一 般 的 曲线 并 不 是 一 
i 














我 想 强 调 的 是 ， 这 些 圆 锥 曲线 都 是 非常 特别 的 、 明 确 的 曲线 一 一 并 不 是 
任何 碗 状 的 形状 都 十 抛物 线 或 者 双 曲 线 ， 而 大 部 分 的 曲线 并 没有 焦点 的 
性 质 或 者 切线 的 性 质 。 这 些 性 质 部 很 特殊 ， 我 们 应 该 珍视 它们 。 


如 图 所 示 ， 如 宁 你 按 等 间距 的 方式 男 两 组 互相 垂直 的 平行 直线 ， 那 么 
抛物 线 就 会 出 现 ， 你 知道 是 为 什么 吗 ? 


关于 圆锥 曲线 ， 最 后 我 还 想 说 一 说 它 的 度量 问题 。 前 面 ， 我 们 已 经 对 桶 
圆 进行 了 讨论 。 由 于 椭圆 加 是 拉 伸 之 后 的 圆 ， 因 此 它 的 面积 很 容易 度 
量 ; 不 过 ， 同 样 是 由 于 这 个 原因 ， 它 的 周 长 度 量 起 来 却 比 较 困 难 。 准 确 
地 说 ， 长 半 轴 和 短 半 轴 分 别 是 a 和 b 的 椭圆 ， 其 面积 为 rab。 你 知道 其 中 
的 原因 吗 ? 妃 一 方面 ， 顶 圆 的 周 长 则 是 取决 于 a 和 b 的 超越 数 ， 从 是 否 
有 有 限 的 代数 表述 这 个 意义 上 来 说 ， 并 不 存在 这 样 的 一 个 公式 。 


遗憾 的 是 ， 这 种 情况 很 常见 ， 抛 物 线 和 双 曲 线 也 存在 这 样 的 情况 。 妆 

然 ， 由 于 抛物 线 和 双 曲 线 都 是 无 穷 曲 线 ， 所 以 对 它们 来 说 并 不 存在 周 长 
这 样 的 量 。 不 过 ， 即 使 我 们 将 曲线 在 系 一 点 切 断 ， 它 们 的 长 度 仍 然 是 不 
能 够 用 代数 方法 描述 的 。 然 而 ， 这 并 不 是 说 度量 它们 的 过 程 没 有 趣味 。 
事实 上 ， 稍 晚 的 时 候 我 们 还 会 回 到 圆锥 曲线 长 度 的 度量 这 个 问题 上 ， 那 
时 我 们 将 会 有 更 强大 的 度量 方法 。 


简 好 ， 有 一 个 量 是 我 们 现在 可 以 度量 的 ， 那 就 是 抛物 刷 形 的 面积 。 














抛物 扇形 指 的 是 ， 由 焦点 到 抛物 线 上 两 点 的 连 线 和 这 两 点 间 的 抛物 线 所 
围 成 的 区 域 。 度 量 这 个 区 域 的 面积 的 最 好 方法 ， 就 是 将 这 个 区 域 和 由 这 
两 点 所 形成 的 抛物 矩形 比较 ， 其 中 抛物 矩形 是 通过 从 抛物 线 上 的 两 点 问 
准 线 作 垂 线 而 得 到 的 。 





通过 使 用 穷竭 法 ， 阿 基 米 德 证 明了 抛物 必 形 的 面积 正好 是 抛物 矩形 面积 
的 一 半 。 你 能 够 给 出 这 样 的 证 明 吗 ? 


为 什么 抛物 局 形 的 面积 正好 等 于 抛物 矩形 面积 的 一 半 ? 





如 上 图 所 示 ， 证 明 抛物 线 所 围 成 区 域 的 面积 等 于 正方 形 面积 的 三 分 之 
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通过 用 平面 去 截 圆 锥 体 ， 我 们 像 是 打开 了 一 个 神奇 的 潘多拉 盒子 。 如 果 
像 这 样 简单 的 形状 都 能 够 有 如 此 有 趣 的 横 截 面 ， 那 么 要 是 我 们 用 平面 去 
截 一 些 更 复杂 的 形状 ， 情 况 义 会 怎么 样 呢 ? 比 如 说 ， 当 用 平面 去 截 圆 环 


体 时 ， 我 们 会 得 到 什么 样 的 曲线 呢 ? 


结 采 表明 ， 这 条 曲线 虽然 是 很 漂亮 很 对 称 的 卵 形 ， 但 它 却 衣 定 不 是 李 

圆 。 它 既 没 有 焦点 的 性 质 或 者 切线 的 性 质 ， 也 不 能 够 通过 拉 伸 已 知 形状 
得 到 。 它 是 一 种 我 们 从 来 没有 见 过 的 全 新 形状 ， 我 想 ， 如 果 我 们 愿意 的 
话 ， 可 以 称 之 为 环 面 曲线 。 


如 末 让 截 平面 朝 圆 环 体 的 内 部 稍微 移 一 移 ， 使 截 平面 刚好 碰 到 圆 环 体 的 
内 边缘 ， 那 么 我 们 将 得 到 一 个 更 奇特 的 横 截 面 。 











当然 ， 它 并 不 是 什么 随便 的 数字 8 的 形状 ， 而 是 一 种 非 第 特殊 的 曲线 ， 
其 形状 也 很 特别 一 一 它 束 是 截 平 面 与 圆 环 体 的 截 交 线 ， 一 种 相当 复杂 的 








几何 形状 。 那 么 ， 这 条 曲线 会 有 什么 样 的 性 质 呢 ? 我 们 究竟 又 要 怎样 
量 这 样 的 曲线 呢 ? 


不 久 以 前 ， 我 们 还 讨论 了 怎样 描述 形状 的 问题 ， 得 出 的 结论 是 : 我 们 只 
能 够 讨论 那些 模式 容易 描述 的 几何 形状 。 几 何 学 家 的 任务 就 是 用 某 种 方 
法 将 形状 的 模式 信息 转化 为 度量 信息 。 当 然 ， 当 形状 的 模式 比较 简单 
时 ， 这 件 事情 做 起 来 会 比较 容易 ， 而 当 我 们 对 形状 的 描述 变 得 越 来 越 复 
杂 时 ， 想 指出 形状 只 有 什么 性 质 也 就 变 得 越 来 越 困 难 。 


我 们 不 得 不 接受 的 事实 是 ， 要 对 形状 进行 度量 ， 大 部 分 时 候 是 不 可 能 

的 。 我 们 有 望 能 够 度量 的 ， 只 十 那些 最 简单 的 形状 ; 而且 即使 是 这 些 最 
简单 的 形状 ， 上 度量 它们 也 并 不 是 一 件 容易 的 事 。 还 记得 度量 球体 时 ， 我 
们 需要 有 多 么 聪明 的 头脑 吗 ? 如 果 面 对 的 是 描述 起 来 特别 复 茶 的 形状 ， 

我 们 还 会 有 机 会 吗 ? 


我 想 表 达 的 是 ， 除 了 形状 的 描述 问题 之 外 ， 我 们 需要 面 对 的 还 有 形状 的 
复杂 度 问题 。 我 们 不 仅 需要 形状 有 可 描述 的 模式 ， 而 且 模式 还 必须 要 简 
单 。 现 在 的 问题 是 ， 对 于 弯曲 形状 的 度量 ， 我 们 只 有 唯一 的 一 种 方法 ， 
即 穷 竟 法。 如 果 形状 的 模式 变 得 太 复杂 的 话 ， 它 会 很 快 变 得 不 实用 。 


这 样 的 情况 ， 真 可 以 算是 一 种 讽刺 。 在 前 面 的 章节 中 ， 我 们 还 在 担心 没 
有 新 的 形状 可 描述 。 不 过 ， 现 在 我 们 有 的 是 创造 新 形状 的 方法 。 比 如 ， 
我 们 可 以 任 选 一 个 8 字形 的 环 面 曲线 ， 在 空间 中 旋转 形成 一 个 曲面 ， 然 
后 再 取 这 个 曲面 的 横 截 面 。 


洱 














这 a 到底 会 是 什么 样 的 曲线 呢 ? 翁 怕 只 有 上 第 才 知道 ! 可 以 肯定 的 是 ， 它 
不 可 能 是 椭圆 。 显 然 ， 我 们 的 问题 并 不 是 缺少 新 的 形状 。 事 实 上 ， 我 们 
己 经 有 了 不 少 描述 工具 : 拉 伸 、 投 影 、 取 模 截 面 以 及 幅 普 斯 式 的 构造 方 
法 ， 我 们 可 以 对 现 有 形状 进行 其 中 任何 一 种 操作 或 者 连续 进行 所 有 操 

作 。 现 在 ， 我们 有 能 力 创造 一 些 真 正 可 怕 的 数学 形状 了 ， 不 过 却 看 不 到 
任何 能 够 度量 它们 的 和 希望。 我 们 就 好 像 刚 刚 脱离 了 描述 的 兰 海 ， 却 又 发 








现 自 己 陷 入 了 度量 的 泥潭 。 

不 过 你 知道 吗 ? 我 并 不 关心 。 随 着 形状 的 描述 变 得 越 来 越 复杂 ， 不 仅 度 
量 会 变 得 越 来 越 困 难 ， 同 时 我 也 会 越 来 越 提 不 起 兴趣 。 我 并 不 会 天 心 环 
面 曲线 旋转 之 后 的 横 截 面 会 是 什么 样子 ， 对 我 来 说 ， 研 究 数 学 ， 最 重要 
| 
可 式 , 东 。 


那么 ， 还 有 美丽 的 形状 吗 ? 事实 上 ， 的 确 还 有 一 些 ， 螺 旋 线 就 是 其 中 一 


个 很 好 的 例子 。 








看 ， 上 图 所 示 的 就 是 我 所 说 的 螺旋 线 ， 一 种 简单 、 优 雅 的 形状 。 像 这 样 
沈 的 形状 ， 我 是 愿意 花 时 间 去 认真 思考 的 。 个 过 ， 在 思考 之 前 ， 我 们 
还 是 需要 对 它 进行 准确 的 描述 。 那 么 ， 螺 旋 线 到 撒 是 什么 样 的 曲线 呢 ? 


我 最 喜欢 的 思考 螺旋 线 方式 是 ， 设 想 空 间 中 有 一 个 水 平 放置 的 圆 盘 ， 在 
盘 的 边 上 我 们 特意 标记 了 一 个 点 。 如 果 我 们 旋转 圆 盘 ， 同 时 笔直 地 举 起 
圆 盘 ， 那 么 我 们 所 标记 的 这 一 点 的 运动 轨迹 就 会 是 一 条 完美 的 螺旋 线 。 
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事实 上 ， 这 里 有 一 点 微 妙 之 处 。 为 了 形成 一 条 很 漂亮 的 螺旋 线 ， 旋 转 和 
上 升 的 运动 都 必须 是 匀速 的 。 如 末 我 们 一 会 加 速 一 会 减速 ， 那 么 所 形成 
的 螺旋 线束 会 是 下 图 这 种 (再 熟悉 不 过 的 ) 很 难看 的 样子 ， 其 中 有 些 螺 
旋 的 间隔 大 ， 有 些 螺旋 的 间隔 小 。 
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这 意味 痢 ， 我 们 在 描述 螺旋 线 时 《如 果 我 们 想 要 的 是 漂亮 的 螺旋 线 ) ， 
不 仅 要 说 明 圆 是 运动 的 ， 还 要 说 明 圆 是 以 什么 样 的 方式 在 运动 。 


我 们 怎样 才能 够 将 螺 线 看 成 是 运动 所 形成 的 曲线 ? 


当然 ， 取 决 于 圆 上 升 的 速度 与 旋转 的 速度 之 比 ， 我 们 有 很 多 不 同 种 类 的 
螺旋 线 。 要 想 确 定 一 条 特定 的 螺旋 线 ， 有 一 种 简单 的 方法 ， 那 融 是 明确 
旋转 的 圆 的 半径 和 旋转 一 周 后 圆 上 一 点 上 升 的 高 度 。 


有 时 ， 设 想 螺 旋 线 缠 在 圆柱 体 的 表面 上 也 是 一 个 不 错 的 想法 ， 惑 像 理 及 
店 门 前 的 旋转 灯箱 。 这 样 ， 我 们 就 能 够 用 圆柱 体 的 直径 、 高 度 以 及 圆柱 
体 上 螺旋 线 的 完整 圈 数 来 描述 螺旋 线 。 
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我 们 怎样 才能 够 度量 螺旋 线 的 长 度 ? 


用 运动 的 物体 上 茶 一 点 的 轨迹 来 描述 的 曲线 ， 我 们 称 之 为 机 械 曲线 ， 螺 
施 线 就 是 其 中 一 种 。 在 所 有 的 机 械 曲 线 中 ， 最 迷人 最 漆 亮 的 曲线 要 算 摆 
线 。 它 是 圆 沿 着 直线 滚动 时 ， 圆 上 一 点 所 形成 的 轨迹 。 


它 是 一 种 全 新 的 形状 ， 和 我 们 之 前 所 见 到 的 都 不 一 样 。 结 果 表 明 ， 它 有 
很 多 有 趣 的 性 质 ， 如 果 有 “十 七 世纪 最 有 趣 的 曲线 ”这样 的 奖项 的 话 ， 那 
么 摆 线 肯定 能 够 轻易 扩 桂 。 


同时 ， 摆 线 也 有 一 些 很 有 意思 的 变 体 。 我 们 所 称 的 内 摆 线 就 是 其 中 之 
， 它 是 沿 着 男 外 一 个 大 圆 的 内 侧 深 动 的 小 贺 上 一 点 的 运动 轨迹 。 当 
然 ， 小 圆 也 可 以 沿 着 大 圆 的 外 侧 深 动 ， 这 样 小 圆 上 的 一 点 束 会 形成 外 择 
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内 择 线 所 包含 的 尖 点 的 数目 和 形成 它 的 两 个 圆 的 半径 有 着 什么 样 的 关 
系 ? 外 摆 线 的 情况 又 是 怎样 ? 


还 有 另 一 种 思路 可 以 形成 摆 线 的 变 体 ， 那 就 是 允许 形成 轨迹 的 这 一 点 位 
于 滚动 着 的 圆 盘 的 内 部 。 这 样 ， 如 果 圆 盘 再 沿 着 只 外 一 个 大 圆 的 内 侧 滚 
和 




















如 果 我 们 标记 的 这 一 点 就 是 圆 的 圆心 ， 那 么 会 发 生 什么 情况 ? 


事实 上 ， 像 摆 线 或 者 像 用 万 花 尺 画 出 来 的 曲线 ， 它 们 的 图 采 都 有 下 面 这 
样 的 特点 : 简单 、 自 然 和 引 人 注 目 。 它 可 不 是 通过 对 什么 形状 取 截 面 ， 
然后 再 投影 ， 接 着 再 旋转 ， 最 后 再 取 横 截面 得 到 的 。 无 论 是 从 审美 的 还 
征 从 实用 的 角度 看 ， 这 样 的 曲线 都 很 引 人 注 目 ， 它 们 也 急切 地 等 待 痢 我 
们 去 度量 、 去 理解 。 当 然 ， 要 想 理解 摆 线 这 样 的 机 械 曲 线 ， 唯 一 的 方法 
就 是 先 去 理解 形成 这 些 曲 线 的 运动 。 


这 使 得 我 们 面 对 的 是 一 种 全 新 的 情况 。 到 目前 为 止 ， 我 们 感 兴趣 的 所 有 
形状 和 图 案 都 是 静止 的 ， 它 们 就 一 直 都 静 静 地 竺 在 那儿 。 不 过 ， 从 现在 
开始 ， 我 们 将 要 讨论 运动 的 物体 。 同 时 ， 我 们 思考 的 重点 也 将 从 形状 转 
移 到 运动 上 来 。 


你 能 够 想 出 描述 围 红 圆 环 体 的 螺旋 线 的 方法 吗 ? 


假设 有 一 把 梯子 从 墙 上 慢 慢 地 往 下 滑 ， 直 到 完全 滑落 到 地 和 面 上 ， 请 问 
梯子 的 中 点 会 形成 什么 样 的 曲线 ? 
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第 二 部 分 ”时间 和 空间 


什么 是 运动 ? 当 我 们 说 某 个 物体 是 运动 的 ， 我 们 a 到底 想 表达 什么 意思 

呢 ? 其 实 我 们 资 的 是 ， 随 独 时 间 的 推移 ， 该 物体 的 位 置 一 直 在 变化 。 当 
物体 运动 时 ， 它 所 处 的 位 置 会 取决 于 它 运动 的 时 间 ， 而 且 位 置 取决 于 时 
i i 
间 的 一 种 关系 。 


因此 ， 为 了 能 够 描述 和 上 度量 运动 ， 我 们 必须 要 能 够 说 出 物体 的 位 置 ， 也 
就 是 记录 物体 的 位 置 以 及 物体 在 什么 时 间 位 于 该 位 置 。 


毋庸 讳言 ， 我 们 讨论 的 并 不 是 实际 的 物体 〈 无 论 是 什么 物体 ) 在 现实 世 
界 无 论 它 是 什么 样 的 ) 中 的 运动 方式 ， 它 肯定 是 非常 复杂 的 ， 而 且 令 
人 生 厌 。 相 反 ， 我 们 讨论 的 是 发 生 在 完全 想象 的 数学 现实 中 的 假想 的 数 


学 的 运动 。 


因此 ， 我 们 面临 的 第 一 个 问题 ， 就 是 如 何 描述 空间 中 菏 一 个 特定 的 位 
置 。 前 面 在 度量 大 小 和 形状 时 ， 我 们 用 不 着 担心 这 个 问题 ， 因 为 圆锥 体 
的 体积 并 不 会 因为 所 在 的 位 置 或 时 间 的 不 同 而 有 所 改变 。 不 过 ， 既 然 物 
体现 在 是 运动 的 ， 我 们 也 就 肯定 需要 有 方法 来 区 别 不 同 的 位 置 。 


我 想 ， 最 简单 的 情形 莫 过 于 一 个 点 沿 着 一 条 直线 在 运动 。 
































为 了 描述 这 一 点 的 运动 ， 我 们 必须 要 能 够 确定 它 在 任意 时 间 点 的 位 置 。 
菏 种 形式 的 参照 系统 ， 某 种 用 来 记录 物体 位 置 的 
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要 记录 一 点 的 位 置 ， 最 简单 的 方法 就 是 任意 取 直 线 上 的 一 点 作为 参照 

点 。 这 样 ， 我 们 束 能 够 通过 与 这 个 特殊 点 的 距离 来 确定 直线 上 的 每 一 个 
位 置 。 这 也 意味 者， 我 们 还 需要 选取 一 段 长 度 作 为 单位 长 度 ， 而 它 与 参 
照 点 类 似 ， 其 选取 也 是 任意 的 。 与 地 球 不 同 的 是 ， 直 线 上 并 没有 什么 自 
然 的 地 标 ， 我 们 必须 目 己 来 选 定 。 














这 样 的 结果 是 ， 和 下 线 上 的 每 一 个 点 都 会 有 一 个 数字 标记 ， 通 过 对 应 的 数 
字 标 记 我 们 就 能 够 表示 直线 上 的 任何 一 点 《当然 是 在 我 们 选 定 了 参照 点 
和 单位 长 度 之 后 ) 。 
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注意 到 参照 点 位 置 上 的 数学 是 0， 这 一 点 我 们 通常 称 之 为 系统 的 原点。 


事实 上 ， 我 们 的 这 个 方案 有 一 后 小 小 的 问题 ， 会 两 个 不 同 的 位 置 有 相同 
的 数字 标记 。 比 如 ， 在 参照 点 左边 距 参 照 点 一 个 单位 长 度 的 点 ， 其 标记 
将 会 是 1， 而 参照 点 右边 距 参 照 点 一 个 单位 长 度 的 点， 其 标记 也 会 是 1。 
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我 们 需要 有 一 种 方法 来 区 别 天 右 两 个 方向 ， 不 然 的 话 ， 如 果 我 们 只 说 茶 
个 物体 在 位 置 1， 我 们 不 会 知道 所 指 的 是 哪个 位 置 1。 


因此 ， 我 们 的 参照 系统 不 仅 需 要 原点 和 单位 长 度 ， 同 时 也 需要 方向 。 也 
就 是 次 ， 我 们 需要 确定 哪个 方 癌 是 同 前 ， 哪 个 方 癌 是 同 后 。 当 然 ， 实 际 
上 我 们 怎样 选择 并 不 重要 ;从 理论 上 来 说 ， 直 线 是 不 分 左右 的 ， 这 两 个 
词 的 意义 也 完全 由 我 们 决定 。 


无 论 如 何 ， 一 旦 我 们 选 定 了 原点 、 单 位 长 度 和 方向 ， 我 们 就 可 以 准确 地 
确定 直线 上 的 任意 位 置 了 。 例 如 ， 我 们 可 以 次 菏 一 点 位 于 回 后 的 方 癌 位 
置 3 上 ， 这 样 的 表述 就 完全 地 固定 了 这 一 点 。 


还 有 一 种 更 好 的 表示 方式 ， 那 束 是 用 正 数 表示 其 中 一 个 方向 ， 而 用 负数 
0 
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这 种 方案 有 下 面 这 样 几 个 优点 。 一 方面 ， 它 说 明 我 们 可 以 只 用 一 个 数 来 
描述 任何 位 置 ， 而 不 需要 一 个 数 再 加 一 个 方向 。 更 为 重要 的 是 ， 它 将 几 
何 和 算术 漆 亮 地 联系 了 起 来 。 





首先 ， 我 们 注意 到 ， 正 方 辐 上 移动 一 个 单位 长 度 束 简单 变 成 了 将 该 位 置 
上 的 数 加 1。 
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我 喜欢 将 这 样 的 运动 看 成 是 平移 ， 整 条 直线 都 在 平移 〈 在 这 个 例子 中 辐 
右 移 ) ， 这 样 原 来 的 位 置 0 现在 束 变 成 了 位 置 1， 其 他 依 此 类 推 。 每 一 个 
数 都 可 以 对 应 一 个 这 样 的 平移 ， 我 们 可 以 平移 2、2 的 平方 根 或 者 r。 我 
be 〈 回 后 的 ) 两 个 单位 长 度 的 平移 与 
数 -2 对 心 。 


从 几何 上 来 说 ， 平 移 有 一 个 非常 好 的 性 质 ， 那 就 是 它 会 保持 距离 不 变 。 
也 就 是 说 ， 如 果 两 个 点 在 平移 前 相距 一 段 距 离 ， 那 么 平移 后 它们 仍然 相 
距 同样 的 距离 。 像 这 样 的 保持 距离 不 变 的 几何 变换 ， 我 们 称 之 为 等 距 变 
换 〈isometry， 和 希腊 语 * 相 等 长 度 ” 的 意思 ) 。 等 距 变 换 的 一 个 特征 是 ， 
如 果 你 进行 两 次 等 距 变 换 ， 那 么 所 得 的 结果 仍然 会 是 等 距 变 换 。 特 别 
地 ， 如 果 你 对 一 条 直线 进行 平移 ， 比 方 说 平移 量 为 2， 然 后 再 进行 一 次 
量 为 -3 的 平移 ， 那 么 结果 会 等 于 进行 了 量 为 -1 的 平移 。 因 此 ， 不 仅 两 次 
平移 只 相当 于 一 次 平移 ， 而 且 平移 相对 应 的 量 也 会 相 加 。 
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这 说 明 几 何 中 的 平移 与 数 的 加 法 有 着 相同 的 结构 。 用 数学 术语 来 表达 ， 
那 就 是 这 两 个 系统 是 同 构 的 〈isomorphic) 。 这 就 是 数学 家 一 直 在 寻找 
的 一 一 明显 不 同 的 结构 之 间 的 同 构 。 


因此 ， 用 正 数 和 负数 来 表示 不 同 的 方向 ， 最 主要 的 收获 在 于 ， 我 们 由 此 
知道 了 等 距 平移 群 和 整数 加 法 群 是 同 构 的 。 


事实 上 ， 我 们 的 收获 不 止 这 些 。 除 了 平移 之 外 ， 还 有 其 他 一 些 自然 的 几 
何 变换 ， 比 如 说 反射 变换 。 上 反射 变换 有 一 个 好 的 性 质 ， 融 是 它 也 能 够 保 
距 。 如 果 我 们 将 一 个 点 由 原点 的 一 边 反 射 到 只 一 边 ， 会 有 什么 情况 发 生 
呢 ? 答案 是 ， 表 示 该 点 位 置 的 数 会 取 相 反 数 ， 即 位 置 3 经 反射 后 会 变 成 
位 置 -3， 上 反之 亦 然 。 因 此 ， 我 们 可 以 说 算术 中 的 取 反 运算 和 几何 中 的 反 





























冉 变 换 相对 应 。 
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一 i> 
以 不 是 原点 的 点 作为 中 心 进行 反射 ， 会 对 应 算术 中 的 什么 运算 ? 
直线 还 有 其 他 的 等 距 变 换 吗 ? 


另外 一 个 好 的 示例 是 等 比例 缩放 。 如 果 我 们 将 直线 按照 系数 2 放大 ， 那 
么 所 有 的 距离 都 会 变 成 原来 的 两 倍 。 因 此 ， 原 来 距 原 点 一 定 距 离 的 点 ， 
现在 距 原点 的 距离 是 原来 的 两 倍 。 换 句 话 说 ， 表 示 位 置 的 数 将 会 乘 以 
2。 这 说 明 等 比例 缠 放 对 应 于 数 的 乘法 。 


那么 ， 假 如 我 们 乘 以 一 个 负数 ， 又 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 在 这 种 情形 下 ， 
结 末 不 仅 会 包含 等 比例 缩放 《系数 为 原来 数值 的 绝对 值 ) ， 同 时 也 会 有 
反射 。 因 此 ， 乘 -3 与 按 系 数 3 进 行 拉 伸 再 反 转 的 效果 相同 。 
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这 说 明 ， 整 个 算术 运算 体系 ， 包 括 正 数 和 负数 、 加 法 和 减法 、 乘 法 和 除 
法 ， 完 全 与 直线 的 自然 几何 变换 相对 应 。 我 特别 喜欢 这 样 的 对 应 关系 ， 
因为 它 能 够 解释 为 什么 (-2)x(-3) = 6: 放大 两 倍 再 反射 ， 然 后 放大 三 倍 再 
反射 ， 就 等 于 直接 放大 六 倍 。 


不 管 怎样 ， 现 在 我 们 有 了 一 种 能 够 很 方便 地 定位 直线 上 一 点 的 方法 一 一 
使 用 数值 参照 系统 。 再 强调 一 过 ， 这 样 一 个 系统 有 下 列 组 成 有 要素: 原 反 
《参照 点 ) 、 单 位 长 度 〈 用 来 度量 距离 )》 和 方向 〈 选 定 一 个 方向 作为 正 
方 回 ) 。 而 且 我 们 还 需要 理解 ， 所 有 这 些 选 择 都 是 任意 的 ， 我 们 做 出 什 
么 样 的 选择 ， 与 空间 本 映 并 没有 多 少 关 系 ， 与 我 们 自身 的 关系 则 比较 

大 。 空 间 本 里 并 没有 方 回 、 上 自然 的 单位 长 度 以 及 特殊 的 位 置 。 其 中 也 不 
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事实 上 ， 我 们 现在 所 建立 的 参照 系统 与 空间 是 不 是 一 条 直线 并 没有 什么 
关系 ;对 于 任意 的 曲线 ， 我 们 也 能 够 用 同样 的 方法 建立 参照 系统 。 























如 果 我 们 对 点 沿 看 曲线 运动 感 兴趣 ， 我 们 也 可 以 像 前 面 一 样 建立 一 个 参 
照 系 统一 一 任意 选择 一 点 作为 原点 ， 然 后 再 选择 单位 长 度 和 方向 。 这 
样 ， 曲 线 上 的 每 一 个 位 置 丈 会 有 一 个 唯一 的 数字 标记 。 





如 果 曲 线 是 闭合 的 或 者 自 相 交 的， 会 有 什么 样 的 情况 太 生 ? 








有 两 点 分 别 位 于 a 和 b， 请 问 这 两 点 之 间 的 距离 是 多 少 ? 它们 的 中 点 在 
哪里 ? 从 a 到 b 的 三 分 之 一 反 勾 在 什么 位 置 ? 
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既然 已 经 设计 出 了 在 直线 上 定位 一 点 的 方案 ， 现 在 我 们 可 以 试 一 试 在 平 
面 上 来 做 这 件 事情 了 。 那 么 我 们 应 该 怎样 制作 平面 的 “地 图 ? 呢 ? 一 种 思 
路 是 ， 我 们 可 以 简单 地 模仿 街道 地 图 所 使 用 的 方法 。 





当然 ， 对 于 我 们 的 需求 来 说 ， 这 样 的 网 格 系统 (这 里 ， 我 们 能 够 在 单元 
格 B-3 找 到 这 样 那 样 的 街道 ) 显得 有 些 太 粗 略 了。 如 果 我 们 想 要 描述 平 
面 上 一 点 的 运动 ， 那 我 们 必须 精确 地 知道 它 在 每 个 时 间 点 的 位 置 。 因 

此 ， 我 们 需要 有 了 基 精 确 的 网 格 一 一 网 格 线 之 间 没 有 任何 间距 。 换 句 话 

说 ， 也 就 是 每 一 个 水 平 位 置 和 垂直 位 置 都 需要 有 一 个 标记 。 为 了 标记 这 
两 个 位 置 ， 通 秆 的 方法 是 使 用 两 条 标 有 数字 的 直线 ， 其 中 一 条 是 水 平 

的 ， 忆 一 条 是 垂直 的 。《〈 通 癌 ， 这 两 条 直线 也 有 相同 的 单位 长 度 ， 并 且 
在 原点 处 相交 。 ) 




















这 样 ， 平 面 上 的 任意 一 点 都 可 以 用 它 对 应 的 水 平和 垂直 的 数值 来 表示 。 
除了 不 再 有 区 域 之 外 ， 这 与 街道 地 图 基本 相同 ， 而 且 在 每 一 个 方向 上 ， 
我 们 都 有 完整 连续 的 所 有 可 能 位 置 。 


此 外 ， 还 有 一 个 重要 的 区 别 ， 那 融 是 平面 上 并 没有 目 然 的 地 标 ， 既 没有 
什么 “城市 中 心 "， 也 没有 “ 北 ” 这 个 方 铝 ， 更 没有 像 英里 这 样 的 常用 单位 
长 度 。 平 面 上 的 网 格 ， 或 者 说 坐标 系 ， 完 全 是 我 们 主观 构造 出 来 ， 然 后 
再 放 在 平面 上 的 。 假 想 的 平面 上 根本 就 没有 水 平 或 者 垂直 这 样 的 概念 ， 
这 些 都 是 我 们 为 了 方便 而 创造 出 来 的 。 当 我 们 将 平面 坐标 化 时 ， 通 第 我 
们 会 任意 选择 两 个 方向 〈 一 般 是 相互 垂直 的 ) ， 并 称 其 中 一 个 为 横 轴 ， 
另外 一 个 为 纵 轴 。 显 然 ， 对 于 这 个 问题 ， 并 不 存在 什么 最 佳 解决 方案 。 


我 想 ， 更 详细 地 理解 我 们 所 做 出 的 选择 很 重要 。 首 先 ， 我 们 选择 一 点 作 
为 参照 点 或 者 说 原点 。 当 然 ， 这 一 点 可 以 在 任何 位 置 ， 你 可 以 选择 将 它 
放 在 你 所 而 望 的 位 置 。 其 次 ， 我 们 还 需要 选择 单位 长 度 ， 这 也 完全 取决 
于 我 们 自己 。 通 常 ， 我 喜欢 根据 正在 研究 的 物体 和 运动 来 选择 参照 点 和 
单位 长 度 ， 以 便 根 据 当前 的 情况 对 它们 进行 及 时 的 调整 。 


最 有 趣 的 是 选择 两 条 直线 。 既 然 每 一 条 直线 都 必须 要 有 方向 ， 这 也 就 意 
味 着 我 们 必须 要 决定 沿 着 每 一 条 直线 怎样 算是 向 前 的 ， 怎 样 算是 向 后 

的 。 这 样 的 话 ， 与 其 认为 我 们 选择 的 是 两 条 直线 ， 不 如 认为 我 们 选择 的 
其 实 是 两 个 方 辐 。 这 两 个 方 回 将 是 我 们 所 建 的 坐标 的 模 轴 和 纵 轴 的 正方 


中 j 。 


不 过 ， 在 选 定 了 这 两 个 方向 之 后 ， 我 们 还 再 要 做 出 一 个 选择 。 那 就 是 ， 
怎么 来 表示 这 两 个 方 回 。 在 街道 地 图 中 ， 通 常 我 们 会 用 字母 表示 其 中 一 



































个 方 回 而 用 数字 表示 另外 一 个 方向 ， 这 样 就 可 以 避免 混 消 。 但 我 们 的 情 
况 却 决定 了 这 样 做 是 行 不 通 的 ， 因 为 我 们 并 没有 无 穷 多 个 连续 的 字母 。 
所 以 我 们 决定 用 次 友 来 区 分 它们 ， 我 们 先 表示 一 个 方 回 ， 再 表示 为 外 一 
个 方 回 。 如 果 你 想 称 呼 它 们 为 模 坐 标 和 纵 坐 标 ， 或 者 其 他 什么 别 的 ， 那 
也 没有 关系 ， 只 不 过 我 们 需要 记 住 这 些 词 并 没有 什么 实际 的 含义 。 像 上 
和 下 、 顺 时 针 和 逆 时 针 、 左 和 右 、 水 平和 垂直 这 些 词 ， 都 是 与 我 们 的 号 
体 有 关 的 用 来 指示 方 辐 的 词 。 哪 个 词 具 体 表示 什么 意思 ， 通 第 与 我 们 自 
号 的 习惯 有 关 : 如 果 我 们 证 澳大利亚 人 和 加 拿 大 人 指 哪个 方向 是 上 ， 他 
人 
) 是 相反 的 。 


重要 的 是 ， 我 们 需要 选择 两 个 方向 ， 并 指定 其 中 一 个 为 第 一 个 方向 ， 忆 
外 一 个 为 第 二 个 方向 。 这 样 ， 我 们 款 选 定 了 平面 上 的 方向 。 特 别 地 ， 我 
们 也 可 以 指定 一 个 特定 的 旋转 方 回 作 为 顺 时 针 ， 比 如 说 从 第 一 个 方 回 朝 
第 二 个 方 加 旋转。 因此， 与 直线 上 相同 ， 平 面 上 的 参照 系统 也 是 由 原 
上 护 、 单 位 长 度 和 方向 组 成 的 。 


下 图 就 是 两 个 非常 好 的 坐标 系 ( 图 中 ， 我 们 用 一 个 币 头 表示 第 一 个 方 
回 ， 用 两 个 箭头 表示 第 二 个 方向 ) 。 














一 旦 我 们 建立 了 这 样 的 坐标 系 ， 平 面 上 的 每 一 个 点 就 会 有 一 个 唯一 的 标 
记 ， 该 标记 由 两 个 数组 成 。 通 常 ， 我 们 用 数 对 来 表示 这 样 的 标记 ， 比 如 
(2,3) 或 者 (0,mD。 


(2,.3) 。e 5 现 








平面 上 两 点 之 间 的 距离 是 怎样 取决 于 这 两 点 的 坐标 的 ? 
与 前 面 处 理 直 线 时 一 样 ， 我 们 也 可 以 将 几何 中 平面 上 的 位 置 与 代数 中 的 
平移 联系 起 来 。 平 面 的 平移 将 会 使 平面 上 的 所 有 点 朝 一 定 的 方 同 移动 一 
定 的 距离 。 值 得 注意 的 是 ， 在 这 里 ， 平 移 的 平移 也 仍然 还 是 平移 。 用 方 
回 准 确 、 长 度 正 确 的 箭头 来 表示 这 样 的 平移 ， 和 是 一 种 不 错 的 方法 。 
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像 这 样 的 箭头 ， 我 们 称 之 为 向 量 〈vector， 拉 丁 语 "载体 ” 的 意思 ) 。 既 
然 每 一 个 平移 部 对 应 着 一 个 辐 量 ， 并 且 反 之 亦 然 ， 那 么 我 们 束 可 以 说 两 
个 向 量 相 加 仍然 还 是 一 个 向 量 。 与 之 相对 应 的 是 ， 两 次 平移 的 结果 相当 
于 一 次 总 的 平移 。 


Wd 


思考 这 样 一 个 结论 ， 最 简单 的 方法 就 是 将 问 量 看 成 是 一 个 指令 ， 这 样 就 























可 以 简单 地 认为 癌 量 相 加 是 接连 执行 很 多 平移 指令 。 





因此 ， 几 何 中 的 平移 与 代数 中 的 问 量 是 等 价 的 。 我 们 之 所 以 前 面 没有 看 
出 这 一 点 ， 那 是 因为 当时 只 有 一 条 直线 上 的 两 个 相反 方向 。 当 然 ， 如 果 
愿意 ， 我 们 也 可 以 将 正 数 和 负数 看 成 是 向 量 。 


再 来 看 看 等 比例 缩放 对 癌 量 的 影响 ， 这 很 容易 看 出 来 : 它 只 是 拉 伸 《或 
者 缩短 ) 回 量 的 长 度 而 不 改变 同 量 的 方向 。 因 此 ， 我 们 可 以 讨论 同 量 乘 
以 2 或 者 癌 量 除 以 x。 同 时 ， 我 们 也 能 讨论 问 量 的 相反 癌 量 ， 也 就 是 与 原 
向 量 长 度 相等 但 方向 相反 的 向 量 。 显 然 ， 如 果 一 个 向 量 乘 以 负数 ， 其 结 
果 就 等 于 在 拉 伸 长 度 的 同时 反 转 方向 。 


两 个 向 量 相 减 会 是 什么 样子 ? 
这 里 ， 我 们 再 一 次 在 等 距 平 移 与 菜 种 代数 之 间 发 现 了 同 构 。 问 量 的 作用 
是 ， 它 将 几何 信息 转换 成 了 代数 信息 。 特 别 地 ， 我 们 可 以 设想 平面 上 有 


一 个 十 分 简单 的 以 同 量 为 基础 的 位 置 参 照 系统 。 同 时 ， 如 果 我 们 选择 一 
个 固定 的 原点 ， 那 么 平面 中 的 每 一 个 位 置 都 可 以 认为 是 从 这 个 原点 射出 


的 箭头 的 顶点 。 
< 























换 句 话说 ， 平 面 中 的 每 个 点 都 对 应 着 一 个 癌 量 〈 相 对 于 我 们 万 选 定 的 原 
扩 ) 。 这 样 的 参照 系统 更 像 是 雷达 屏幕 而 不 是 街道 地 图 。 


0 i 
示 ? 


你 能 够 用 向 量 代数 证 明 三 角形 三 个 顶点 到 对 边 中 点 的 连 线 相交 于 一 点 
吗 ? 











问 量 与 坐标 之 间 有 着 非常 简单 且 上 自然 的 联系 。 当 我 们 建立 坐标 系 时 ， 我 
们 会 首先 选择 一 个 原点 ， 然 后 再 选择 两 个 方向 。 我 们 可 以 认为 这 两 个 方 
问 就 是 占 量 ， 而 且 最 好 的 方法 是 用 通常 所 称 的 单位 向 量 来 表示 这 两 个 方 
癌 。 所 谓 单位 向 量 ， 束 是 长 度 为 单位 长 度 的 同 量 。 这 样 ， 我 们 就 有 了 第 
一 早 位 向 量 和 第 二 单位 向 量 。 

















然后 ， 我 们 就 可 以 不 再 说 茶 一 点 的 坐标 是 (2,3)， 而 是 用 下 面 这 样 的 说 法 
来 代 蔡 : 该 点 对 应 的 位 置 向 量 是 两 个 同 量 之 和 ， 即 第 一 单位 癌 量 乘 以 2 
再 加 上 第 二 单位 癌 量 乘 以 ]。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 用 像 忆 = 2 + 3u2 这 样 
的 代数 表达 陈 来 描述 一 点 的 位 置 。 这 两 个 方案 之 间 并 没有 什么 实质 性 的 
差异 ， 只 是 视角 和 所 使 用 的 符号 有 差异 。 顺 便 说 一 句 ， 我 们 建立 的 坐标 
系 并 不 是 必须 是 直角 坐标 系 ， 也 就 是 说 ， 它 的 两 个 方 问 或 者 说 单位 器 量 
不 必 是 相互 垂直 的 。 即 使 这 两 个 不 垂直 ， 我 们 建立 的 仍然 是 完全 可 用 

《尽管 有 些 弯曲 ) 的 平面 坐标 系 。 


两 个 同 量 之 间 的 夹 角 是 怎样 取决 于 它们 的 坐标 的 ? 




















以 两 个 同 量 作为 邻 边 可 以 形成 一 个 平行 四 边 形 ， 请 问 该 四 边 形 的 面积 
古 怎 样 取决 于 这 两 个 癌 量 的 坐标 的 ? 
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那么 ， 三 维 空间 呢 ? 我 们 也 能 够 像 前 面 一 样 定位 其 中 的 点 吗 ? 答案 是 ， 
我 们 的 确 可 以 ， 不 过 这 一 次 我 们 需要 三 个 方 问 。 





在 三 维 的 情况 下 ， 定 位 将 包括 三 个 〈 通 名 是 两 两 垂直 的 ) 方向 ， 按 照 下 
面 的 顺序 : 第 一 个 、 第 二 个 和 第 三 个 。 这 样 ， 空 间 中 的 任意 位 置 束 都 可 
以 用 数 的 三 元 组 (a,b,c ) 来 表示 ， 或 者 用 等 价 的 单位 癌 量 的 加 权 和 

aul 十 buz 十 cus 来 表示 。 所 有 的 性 质 都 与 前 面 的 相同 ， 包 括 等 距 平 移 与 向 
量 代 数 之 间 的 同 构 。 同 时 ， 我 们 仍然 需要 谨 记 : 参照 系统 是 我 们 人 类 加 
在 空间 上 的 ， 它 并 不 是 空间 本 身 的 内 在 特征 。 我 们 这 样 做 是 为 了 能 够 记 
录 运 动 的 物体 。 要 是 我 们 足够 聪明 没有 这 样 的 系统 也 能 够 做 到 的 话 ， 我 
们 肯定 会 那样 做 的 。 将 坐标 系 安放 在 空间 中 ， 并 不 是 一 件 什 么 愉快 的 
事 。 它 有 些 妖 ， 如 果 有 可 能 的 话 ， 我 们 应 该 尽量 避免 这 样 做 。 


无 论 如 何 ， 现 在 我 们 有 了 定位 空间 的 方法 : 直线 上 的 点 可 以 用 一 个 数 来 
表示 ， 平 面 上 的 点 可 以 用 数 对 来 表示 ， 而 空间 中 的 点 则 可 以 用 数 的 三 元 
组 来 表示 。 和 空间 的 维 数 每 增加 一 维 ， 我 们 的 表示 方法 也 就 需要 再 增加 一 
个 数 的 位 置 ， 每 一 个 新 的 位 置 都 和 新 增 的 独立 方向 相对 应 。 


这 实际 上 也 正 是 维 数 的 含义 一 一 为 了 确定 空间 中 不 同 的 位 置 所 需要 的 坐 
标的 数量 。 因 此 ， 直 线 和 曲线 是 一 维 的 ， 平 面 和 球面 是 二 维 的 〈 因 此 利 
用 经 度 和 纬度 就 能 够 定位 地 球 上 的 位 置 ) ， 而 立方 体 之 内 的 空间 则 是 三 
维 的 。 一 个 空间 的 维度 粗略 地 、 定 性 地 描述 了 生活 在 那个 空间 中 会 是 什 









































么 样子 的 一 一 你 拥有 多 少 来 回 走动 的 目 由 。 


那么 四 维 空间 的 情况 又 会 怎样 呢 ? 有 这 样 的 空间 吗 ? 如 果 我 们 对 四 维 空 
间 是 否 真 的 存在 会 有 疑问 ， 那 么 对 于 三 维 空间 ， 我 们 可 能 也 会 有 同样 的 
疑问 ， 三 维 空间 真 的 存在 吗 ? 我 想 ， 三 维 空间 看 起 来 是 存在 的 。 (很 明 
显 ) 我 们 每 天 都 在 走 来 走 去 ， 也 会 感觉 见 到 的 各 种 物体 看 起 来 就 像 是 三 
维 世界 的 一 部 分 。 但 是 当 你 真正 认真 思考 时 ， 你 会 发 现 三 维 空间 实际 上 
只 是 一 个 抽象 的 数学 概念 一 一 虽然 其 过 感 来 自 于 我 们 对 现实 世界 的 感 

知 ， 但 坚 无 疑问 它 是 想象 出 来 的 。 因 此 ， 我 认为 我 们 不 应 该 将 四 维 空间 
划 到 任何 特殊 的 神秘 类 别 中 去 。 有 各 种 维度 的 空间 ， 但 并 没有 哪 一 种 维 
度 的 空间 要 比 其 他 维度 的 空间 更 真实 。 现 实生 活 中 并 不 存在 一 维 或 二 维 
的 空间 ， 维 度 “ 三 ?之 所 以 会 有 任何 特殊 的 地 位 ， 那 是 因为 我 们 的 感官 给 
了 我 们 这 种 特殊 的 约 党 。 


我 想 表 达 的 意思 是 ， 我 们 仍然 可 以 用 前 面 的 方法 来 讨论 四 维 空间 中 的 位 
置 ， 也 就 是 用 数 的 四 元 组 。 又 或 者 ， 我 们 可 以 设想 存在 四 个 两 两 垂直 的 
单位 回 量 ， 这 样 四 维 空间 中 的 位 置 束 可 以 用 它们 的 各 种 组 合 来 表示 。 不 
过 ， 最 主要 的 区 别 是 逻辑 方面 的 一 一 我 们 并 没有 四 维 的 视觉 或 者 触觉 的 
体验 ， 而 且 由 于 我 们 通常 都 是 在 纸 上 面 一 些 图 ， 而 纸 我 们 可 以 粗略 
地 ) 认为 是 二 维 的 ， 因 此 在 上 面 画 四 维 的 图 会 有 一 些 问题 。 虽 然 这 有 一 
些 恼 人 ， 不 过 令 人 欣慰 的 是 ， 事 实 上 图 并 不 能 够 代表 太 多 的 东西 。 所 以 
当 我 们 想 要 理解 四 维 空间 中 的 概念 或 者 证 明 东 个 结论 时 ， 就 像 学 习 其 他 
任何 数学 内 容 一 样 ， 我 们 最 终 只 能 够 依靠 推理 。 


四 维 空间 中 的 超 正 方 体 有 多 少 个 顶点 ? 


因此 ， 四 维 空间 是 存在 的 : 它 只 不 过 是 所 有 的 数 的 四 元 组 的 集合 。 其 他 
维 数 的 空间 也 是 同样 的 情况 。 如 采 我 们 愿意 的 话 ， 我 们 也 是 可 以 在 八 维 
或 者 十 三 维 空间 中 工作 的 。 准 确 地 说 ， 我 想 我 应 该 这 样 表述 : 四 维 《 欧 
儿 里 得 ) 空间 是 直线 上 的 点 所 有 可 能 的 四 元 组 的 集合 ; 也 就 是 说 ， 四 维 
空间 中 的 每 一 个 点 都 对 应 着 一 维 空间 中 的 四 个 点 。 另 外 ， 数 的 四 元 组 的 
集合 其 实 只 是 四 维 空间 的 地 图 ， 并 不 是 四 维 空间 本 喘 。 


还 有 一 件 事 我 觉得 特别 烦心 ， 那 就 是 当 人 们 (特别 是 科幻 电影 中 的 角 
色 ) 讨论 所 谓 的 “第 四 维 ” 时 。 其 实 并 没有 什么 第 四 维 一 一 就 像 没 有 第 一 
维 、 第 二 维和 第 三 维 一 样 。《〈《 哪 一 个 维度 是 第 三 维 呢 ， 宽 度 ? ) 维度 并 
没有 什么 顺序 ， 它 们 并 不 是 什么 之 前 就 已 经 存在 的 实体 。 因 此 ， 第 四 维 
是 不 存在 的 ， 存 在 的 只 是 四 维 空间 ( 它 只 是 各 种 维度 的 空间 中 的 一 












































种 ) 。 换 句 话 说 ， 维 度 是 附属 于 空间 的 一 个 数值 ， 每 一 个 空间 都 有 一 个 
维度 ; 它 束 是 在 空间 中 定位 所 需要 的 坐标 数量 。 


Ce 


现代 的 观点 将 维度 看 成 是 不 变量 一 一 事实 上 ， 维 度 是 最 稳定 的 不 变量 之 
一 。 空 间 能 够 承受 最 剧烈 的 变形 和 扭曲 而 保持 其 维度 不 变 。 比 如 ， 球 的 
0 


维度 在 数学 中 最 主要 的 作用 是 用 作 分 类 的 工具 。 大 部 分 人 都 喜欢 将 不 同 
的 事物 分 成 几 类 ， 几 何 学 家 也 不 例外 。 和 生物 学 家 喜欢 将 各 种 各 样 的 生 
物 划 分 为 不 同 的 种 类 一 样 (如 植物 、 动 物 和 真 阔 ) ， 几 何 学 家 在 面 对 大 
量 的 各 种 各 样 的 形状 时 也 会 产生 将 它们 分 类 的 意愿 ， 同 时 这 种 意愿 也 是 
很 难 抗拒 的 。 


我 们 都 知道 ， 生 物 最 重要 的 特征 就 是 : 它们 都 是 有 生命 的 ， 它 们 都 能 够 
转换 能 量 以 维持 生命 。 我 们 可 以 用 它们 转换 能 量 的 方式 来 区 分 它们 (如 
光合 作用 、 呼 吸 或 发 酵 ) 。 比 如 ， 植 物 依靠 光合 作用 产生 能 量 ， 而 动物 
只 能 够 依 徘 消化 食物 ， 这 束 是 动物 和 植物 的 区 别 。 


在 我 看 来 ， 几 何 对 象 最 重要 的 特征 就 是 : 它们 都 能 够 极度 量 。 因 此 ， 依 
气度 量 的 方式 对 形状 进行 分 类 是 很 合理 的 。 曲 线 之 所 以 不 同 于 表面 ， 那 
是 因为 长 度 和 面积 是 不 同 的 。 


在 茶 种 程度 上 ， 这 一 点 有 一 些微 妙 。 当 我 们 讨论 圆 的 周 长 和 面积 的 度量 
时 ， 其 实 我 们 讨论 的 是 两 种 完全 不 同 的 对 象 。 周 长 是 对 圆 这 种 曲线 长 度 
的 度量 ， 而 面积 则 是 对 圆 内 部 的 表面 即 通常 所 称 的 圆 盘 的 上 度量。 类 似 

地 ， 几 何 学 家 将 球 的 二 维 表面 称 为 球面 ， 而 将 立体 的 球 称 为 球体 。 所 以 
对 于 圆 我 们 度量 的 是 长 度 ， 对 于 圆 盘 或 者 球面 我 们 度量 的 是 面积 ， 对 于 









































球体 我 们 度量 的 则 是 体积 。 


因此 ， 一 维 空间 《也 被 称 为 曲线 ) 对 应 一 维 的 度量 ， 也 就 是 长 度 。 相 应 
地 ， 二 维 空间 《表面 ) 对 应 的 度量 是 面积 ， 三 维 空间 对 应 的 度量 则 是 体 


口 
A\o 











四 维 空间 中 长 方 体 的 体积 是 多 少 ? 其 对 角 线 的 长 度 又 是 多 少 ? 
请 证 明 : 四 维 空间 中 棱锥 体 的 体积 是 对 应 的 长 方 体 体积 的 四 分 之 一 。 


请 问 四 维 空间 中 类 似 于 圆锥 体 的 物体 是 什么 ?你 能 够 度量 出 它 的 体积 
吗 ? 如 果 换 成 球体 ， 情 况 又 会 怎样 ? 


维度 在 几何 学 中 所 起 的 作用 就 相当 于 界 在 生物 分 类 中 所 起 的 作用 : 它 是 
数学 中 最 高 级 别 的 分 类 。 虽 然 圆锥 体 的 表面 与 立方 体 的 表面 会 有 一 些 关 
别 ， 但 要 是 相 较 于 直线 或 者 球体 内 的 空间 ， 这 两 者 还 是 很 接近 的 。 


还 有 另 一 种 考 感 维度 的 方法 也 很 不 错 ， 那 就 是 假设 有 一 些 不 同 维度 的 形 
状 ， 然 后 我 们 按 系 数 r 分别 对 它们 进行 等 比例 放大 。 这 样 ， 这 些 形状 大 
小 的 改变 束 会 以 不 同 的 方式 取决 于 各 目的 维度 。 其 结果 是 : 曲线 的 长 度 
会 放大 系数 r 倍 ， 表 面 的 面积 会 放大 r“ 倍 ， 而 立体 的 体积 则 放大 r 5 倍 。 
因此 ， 维 度 看 起 来 束 是 放大 系数 的 指数 。 


角 的 维度 是 多 少 ? 
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为 了 描述 运动 ， 我 们 不 仅 需 要 有 定位 物体 的 方法 ， 同 时 还 要 有 知道 时 间 
的 能 力 。 当 然 ， 我 们 讨论 的 并 不 是 实际 的 时 间 ， 也 束 是 现实 世界 中 的 时 
间 《〈 改 怕 只 有 上 帝 才 知道 那 到 撒 是 什么 ! ) ， 而 是 完全 抽象 的 数学 中 的 
时 间 。 与 其 他 数学 对 象 相 同 ， 它 也 是 我 们 目 己 创造 的 。 那 么 ， 我 们 想 要 
数学 中 的 时 间 表 达 什 么 意思 呢 ? 


最 简洁 的 答案 是 : 时间 就 像 是 一 条 直线 ， 这 条 直线 上 的 每 一 个 点 都 代表 
着 时 间 中 的 一 个 瞬间 ， 在 这 条 直线 上 左右 移动 则 表示 回 到 过 去 或 者 去 往 
未 来 。 选 择 用 直线 来 代表 时 间 很 有 意思 ， 这 样 我 们 就 能 够 用 几何 的 方法 
去 思考 那些 本 里 并 不 可 见 的 对 象 〈 至 少 对 我 来 说 是 如 此 〉。 


Coo 
过 去 现在 未 来 


那么 ， 我 们 怎样 才能 知道 现在 的 时 间 呢 ? 自然， 我们 需要 有 茶 种 时 钟 。 
但 到 撒 什 么 是 时 钟 呢 ? 答案 是 : 时 钟 就 是 一 种 参照 系统 ， 是 一 种 将 数值 
分 配给 时 间 轴 上 每 一 个 瞬间 的 方法 。 为 了 建立 时 钟 ， 我 们 只 需要 做 与 建 
并 空间 坐标 系 时 间 样 的 事情 选 定 原 点 《时间 的 参照 点 ) 、 单 位 时 间 和 
《 顺 时 针 的 或 者 逆 时 针 的 ) 方向 。 这 样 做 之 后 ， 我 们 就 可 以 用 一 个 数 
( 正 数 或 者 负数 ) 来 表示 时 间 轴 上 的 每 一 个 时 刻 。 


有 时 我 喜欢 将 运动 看 成 是 实验 ， 同 时 把 使 用 的 秒表 当 作 时 间 轴 。 这 样 ， 
原点 就 是 我 开始 实验 的 时 间 。 如 采 我 们 称 单位 时 间 为 秒 〈 我 们 怎么 称呼 
它 都 行 ) ， 那 么 数值 2 表示 的 束 是 实验 刚刚 过 去 了 两 秒 ， 而 数值 -r 则 表 
示 实 验 开 始 前 的 r 秒 。 


目 然 地 ， 与 空间 参照 系 相 同 ， 时 钟 的 选取 也 是 完全 任意 的 。 无 论 我 们 当 
前 的 目的 是 什么 ， 我 们 都 可 以 自由 地 设计 时 钟 以 满足 我 们 当前 的 需要 。 


让 我们 设想 有 一 点 正 以 茶 种 方式 沿 着 一 条 直线 在 运动 ， 其 运动 速度 时 慢 
时 快 ， 同 时 其 运动 方向 也 有 可 能 会 随时 改变 一 一 总 之 ， 什 么 情况 都 有 可 
能 出 现 。 再 假定 我 们 选择 了 合适 的 时 间 和 空间 参照 系 ， 这 样 这 一 点 的 位 
置 以 及 当时 的 时 间 束 部 可 以 用 一 个 数值 来 表示 。 


这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 通过 茶 一 时 刻 这 一 点 在 茶 个 具体 位 置 精确 地 描述 
































这 一 点 的 运动 。 比 如 ， 当 时 间 为 1 时 点 在 位 置 2， 像 这 样 的 信息 《〈“ 当 时间 
为 ] 时 点 的 位 置 为 2) 就 构成 了 运动 过 程 中 的 一 个 事件 。 知 道 了 所 有 的 事 
件 信 息 束 相当 于 知道 了 这 个 运动 本 映 。 几 何 上 ， 我 们 可 以 用 点 对 来 表示 
这 样 的 事件 ， 其 中 一 个 点 表示 空间 ， 男 一 个 点 表示 时 间 ， 是 点 本 里 的 运 
动 将 这 两 个 点 联系 了 起 来 。 


本 














肝 间 


当然 ， 像 这 样 的 位 置 与 时 间 之 间 的 对 应 关系 ， 知 道 一 个 甚至 一 百 万 个 也 
是 不 够 有 的。 我 们 需要 知道 的 是 全 部 的 对 应 关系 。 我 们 已 经 知道 ， 如 果 不 
知道 一 个 形状 上 每 一 个 点 的 位 置 ， 我 们 是 不 能 够 度量 一 个 形状 的 ， 对 于 
运动 也 是 同样 的 道理 ;如果 不 知道 物体 在 每 时 每 刻 的 位 置 ， 我 们 也 是 不 
能 够 度量 这 个 运动 的 。 这 让 我 们 重新 回 到 了 描述 的 问题 上 : 除非 一 个 运 
动 有 东 种 模式 ， 并 且 这 个 模式 是 我 们 能 够 描述 的 ， 售 则 我 们 是 讨论 不 了 


这 个 运动 的 。 


这 意味 着 ， 对 于 一 个 给 定 的 参照 系 ， 表 示 位 置 的 数值 与 表示 时 间 的 数值 
站 
明白 。 


例如 ， 假 定 有 一 个 点 以 稳定 的 速度 运动 ， 我 们 也 选 定 了 单位 时 间 《 称 之 
为 秒 〉 和 单位 空间 (比方 说 米 〉， 同 时 假定 这 点 的 运动 速度 为 每 秒 2 
米 。 假 如 我 们 再 校准 时 钟 ， 使 实验 开始 时 这 点 的 位 置 为 0。 这 样 ， 当 时 
间 值 为 0 时 ， 这 点 的 位 置 也 为 0。 


让 我 们 将 时 间 值 缩写 为 6， 同 时 将 位 置 值 缩写 为 p。 这 样 一 来 ， 前 面 的 表 
述 就 可 以 表示 为 当 t= 0 时 ，p = 0。 同 时 ， 当 t= 1 时 , p = 2; 当 t=2 时 ，pP 
=4。 我 们 甚至 可 以 画 下 面 这 样 一 张 表 。 









































由 于 扩 是 在 做 勾 速 运动 ， 所 以 我 们 知道 ， 位 置 的 值 总 是 会 等 于 时 间 的 值 


的 两 倍 。 因 此 ， 当 一 圣 ，p =1; 当 ! = V2 时 ,Pp 一 2V2， 而 当 ![= 
时 ，P = -2r《〈 假 设 这 一 点 在 我 们 进行 计时 前 也 一 直 在 运动 ) 。 


这 就 说 明 ， 我 们 是 知道 这 个 运动 过 程 的 每 一 个 事件 的 ， 因 为 我 们 可 以 描 
述 这 一 运动 的 模式 。 无 论 是 “点 以 每 秒 2 米 的 速度 匀速 运动 * 这 样 的 表述 
还 是 更 简洁 的 p= 2 这样 的 等 式 ， 其 实 都 是 在 描述 这 一 模式 。 需 要 注意 
的 是 ， 这 两 种 描述 都 依赖 于 我 们 所 选 定 的 单位 : 如 果 我 们 选择 了 另外 一 
个 单位 时 间或 单位 长 度 ， 或 者 这 两 者 都 选择 了 另外 的 单位 ， 那 么 即使 是 
同一 个 运动 ， 我 们 的 描述 也 会 不 同 。 


事实 上 ， 如 果 有 一 扣 沿 大 一 条 和 直线 朝 一 定 的 方 同 做 匀速 运动 ， 那 么 我 们 
忆 是 可 以 适当 地 选择 方向 、 单 位 以 及 原点 从 而 建立 起 一 个 合适 的 坐标 
系 ， 使 得 位 置 和 时 间 的 模式 可 以 简单 地 表示 为 p = t。 当然， 如 果 是 两 个 
点 在 同一 条 直线 上 以 不 同 的 方式 运动 ， 那 么 无 论 我 们 怎样 选择 ， 也 不 会 
存在 这 样 的 参照 系统 ， 使 得 这 两 个 运动 的 描述 能 够 同时 这 样 简单 ， 即 P 
=t。 














有 两 个 点 在 同一 条 直线 上 运动 ， 请 问 这 两 个 点 会 在 什么 时 间 什 么 地 方 
相 撞 ? 


还 有 另外 一 个 (或 许 有 些 可 笑 的 ) 运动 的 例子 ， 那 就 是 一 个 点 静止 不 
动 。 如 果 我 们 选择 将 这 一 点 作为 原点 ， 那 么 这 一 点 的 运动 (或 者 说 静止 
不 动 ) 就 可 以 表示 为 p = 0。 在 这 个 式 子 中 ，t 根本 没有 出 现 。 


这 里 的 关键 是 ， 任 何 形 如 “位 置 的 取 值 等 于 什么 什么 ”( 这 里 的 什么 什么 
可 以 依赖 也 可 以 不 依赖 于 时 间 的 取 值 ) 这 样 的 关系， 其 实 都 是 在 描述 一 
个 特定 的 运动 《相对 于 该 参照 系 而 言 ) 。 这 之 所 以 是 必要 的 ， 是 因为 对 
于 每 一 个 时 间 的 取 值 ， 这 个 模式 都 会 产生 一 个 唯一 的 、 确 定 的 位 置 取 
值 。 这 就 是 运动 一 一 时 间 和 位 置 之 间 的 一 种 关系 ， 它 告诉 我 们 每 时 每 刻 
物体 的 准确 位 置 。 


前 面 在 讨论 形状 时 ， 我 们 想方设法 地 从 对 模式 的 描述 中 获取 度量 信息 
《如 长 度 、 面 积 、 角 度 等 ) 。 同 样 地 ， 现 在 我 们 也 需要 弄 清 楚 该 怎样 描 
述 运动 的 模式 并 将 它 转化 为 对 度量 有 用 的 信息 。 我 们 需要 知道 下 面 这 些 
情况 : 运动 的 速度 是 多 少 ? 运动 绷 哪 个 方向 ? 运动 了 多 远 的 距离 以 及 运 
动 这 么 远 的 距离 花费 了 多 长 时 间 ? 


当 物 体 沿 着 直线 做 匀速 运动 时 ， 物 体 的 位 置 和 当前 的 时 间 之 间 有 者 什 
么 样 的 关系 ? 
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有 一 件 事 使 得 思考 运动 要 比 思考 大 小 和 形状 困难 ， 或 者 至 少 是 让 我 们 感 
党 两 者 不 同 ， 那 就 是 运动 是 没有 图 的 。 形 状 是 有 形 的 ， 但 运动 只 是 一 种 
关系 。 像 关系 这 种 东西 ， 我 们 怎样 才能 够 “看 见 * 呢 ? 


当然 ， 我 们 可 以 目 己 画 一 幅 图 ， 这 是 一 种 思路 。 对 于 点 治 着 直线 运动 ， 
我 们 可 以 设想 有 下 面 这 样 的 图 ， 时 间 是 横 轴 而 位 置 是 纵 轴 。 




















机 


是 
村 





一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 + 一 -> 


时 间 


时 间 轴 上 的 每 一 个 数值 都 表示 一 个 时 刻 ， 每 一 个 时 刻 都 会 有 一 个 位 置 的 
值 与 之 对 应 。 我 们 可 以 简单 地 将 这 些 数 值 画 在 图 上 作为 运动 的 模式 的 图 
NE 


注意 到 我 们 最 终 所 男 出 的 图 是 一 条 曲线 ， 而 理解 这 条 曲线 对 我 们 而 言 是 
至 关 重 要 的 。 它 并 不 是 这 个 点 的 运动 轨迹 《毕竟 ， 这 个 点 是 沿 着 直线 在 
运动 ) ， 相 反 ， 它 是 这 个 点 运动 的 记录 。 这 个 点 本 身 是 在 一 维 空间 中 运 
动 ， 而 这 条 曲线 ， 即 我 们 所 画 出 的 这 个 运动 的 图 ， 却 在 二 维 空间 中 。 
这 个 二 维 空 间 十 分 有 意思 ， 值 得 我 们 研究 。 它 并 不 完全 是 空间 的 ， 因 为 
其 中 有 一 维 表示 的 是 时 间 ; 它 也 不 完全 是 时 间 的 ， 因 为 有 另外 一 维 表示 
的 是 位 置 。 像 这 样 的 环境 ， 我 们 称 之 为 时 空 。 我 们 可 以 认为 时 空中 的 点 
表示 的 是 事件 ， 这 样 运动 束 能 够 看 成 是 事件 的 曲线 。 
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这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 认为 所 有 的 运动 都 是 静态 的 一 一 空 
同 于 时 空 中 的 曲线 ， 而 曲线 是 不 运动 的 。 我 们 来 看 这 样 一 个 例子 ， 

条 直线 上 有 两 点 相同 运动 ， 像 台球 一 样 相 撞 后 ， 又 各 自 反 弹 回来 。 
于 这 个 运动 我 们 所 画 的 时 空 图 看 起 来 应 该 是 下 图 这 个 样子 : 

















重要 的 是 ， 我 们 应 该 能 够 看 懂 这 样 的 图 : 这 两 点 并 不 是 在 平面 上 运动 ， 
而 是 治 肴 直线 运动 。 之 所 以 画 出 的 图 是 平面 的 ， 那 是 因为 我 们 引入 了 时 
间 这 个 维度 。 引 入 时 间 之 后 ， 一 维 空间 中 的 运动 就 会 与 二 维 时 空中 的 曲 
线 相对 应 。 研 究 台 球 及 其 他 运动 物体 的 物理 学 家 都 懂得 这 个 道理 。 因 
此 ， 他 们 并 不 会 直接 问 物 体 在 我 们 的 世界 中 会 怎样 运动 ， 相反 ， 他 们 会 
将 这 个 问题 重新 表达 为 : 什么 样 的 运动 曲线 在 时 空 坐标 系 中 是 可 能 存在 


的 ? 











如 果 有 两 只 虫子 沿 着 果子 的 边缘 在 息 ， 且 它们 运动 的 时 空 图 如 上 图 所 
示 ， 请 问 在 两 个 虫子 之 间 发 生 了 什么 样 的 事情 ? 


当然 ， 在 更 高 的 维度 上 ， 这 个 结论 也 是 成 立 的 。 比 如 ， 平 面 上 的 运动 就 
与 三 维 时 空中 的 曲线 相对 应 。 对 于 三 维 的 时 空 ， 我 喜欢 将 平面 的 朝 上 的 
垂直 方向 想象 成 时 间 ， 这 样 一 来 ， 当 一 个 点 在 平面 上 运动 时 ， 它 的 时 空 











曲线 就 直接 从 那 一 时 刻 它 在 平面 上 的 位 置 上 升 到 空间 中 。 








就 这 样 ， 我 们 再 一 次 得 到 了 原来 运动 的 固定 的 静态 的 几何 表示 。 这 里 ， 
其 实 我 们 古 在 用 维度 交换 运动 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 静态 的 图 景 而 不 古 
复杂 的 运动 的 图 景 ， 但 代价 是 我 们 必须 要 增加 维度 。 我 们 不 一 定 总 想 进 
行 这 样 的 交换 ， 但 这 至 少 可 以 作为 我 们 的 一 种 选择 。 


同时 ， 这 也 意味 大 三 维 空间 中 的 运动 与 四 维 空间 中 的 曲线 相对 应 。 也 区 
古 说 ， 你 〔 你 在 这 个 世界 上 的 整个 生命 轨迹 ) 只 是 四 维 时 空 的 一 条 曲 
线 。 事 实 上 ， 由 于 我 们 都 是 由 数 以 万 亿 计 的 不 停摆 动 跳跃 的 粒子 组 成 
的 ， 所 以 我 们 的 生命 更 像 是 由 万 亿 条 互相 缠绕 的 细 线 所 形成 的 绳索 ， 妆 
然 免不了 有 一 些 细 线 会 飞 走 等 情况 。 我 们 所 生活 的 这 个 光怪陆离 的 世界 
中 的 所 有 事件 (包括 过 去 的 、 现 在 的 以 及 未 来 的 ) 都 画 在 这 个 四 维和 画布 
上 ， 而 我 们 只 是 其 中 细小 的 笔触 。 


请 注意 ， 这 里 的 关键 是 ， 增 加 了 一 个 维度 ， 我 们 就 能 够 把 运动 《空间 与 
时 间 之 间 的 关系 ) 表示 为 曲线 一 一 单一 静止 的 几何 对 象 。 


这 就 意味 着 运动 学 其 实 与 几何 学 是 相同 的 。 物 体 怎 样 运动 〈 它 的 运动 方 
式 ) 完全 反映 在 它 的 运动 曲线 的 形状 中 。 理 解 一 个 空间 中 的 运动 与 理解 
高 一 维 空间 中 的 曲线 等 价 。 


因此 ， 我 们 不 仅 能 够 利用 几何 来 研究 运动 ， 也 能 够 反方 各 利用 运动 来 研 
客 几 何 。 有 时 ， 即 使 是 完全 由 于 几何 原因 而 让 人 感 兴趣 的 曲线 ， 我 们 也 
可 以 认为 它 是 茶 个 运动 的 时 空 图 像 。 运 动 与 形状 之 间 的 联系 来 目 于 我 们 
选择 用 直线 来 表示 时 间 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 愿意 ， 任 何 儿 何 直 线 我 们 都 
































可 以 看 成 是 时 间 轴 。 
平面 上 什么 样 的 曲线 能 够 作为 一 维 运动 的 时 空 图 像 ? 


我 想 ， 我 们 在 这 里 最 需要 理解 的 事情 是 ， 运 动 是 一 种 关系 ， 我 们 最 主要 
的 研究 对 象 是 这 种 关系 本 身 。 无 论 你 怎样 认为 这 种 关系 ， 认 为 它 是 空间 
中 的 运动 也 好 ， 或 者 是 时 空 坐 标 系 中 的 曲线 也 罢 ， 这 些 都 是 次 要 的 。 当 
我 们 在 研究 几何 学 或 者 动力 学 时 ， 我 们 最 终 研究 的 并 不 是 形状 或 者 运 
动 ， 而 是 它们 所 代表 的 关系 。 图 或 许 是 一 种 不 错 的 表示 关系 的 可 视 化 方 
法 ， 就 像 用 图 来 思考 运动 可 以 给 我 们 融 来 一 些 别 样 的 局 发 一 样 ， 这 样 的 
图 也 能 够 给 我 们 一 些 思路 ， 但 准确 的 度量 信息 只 能 够 来 和 目 于 关系 和 模式 
本 身 所 具有 的 规律 。 


时 间 如 果 是 二 维 的 或 者 是 圆 形 的 ， 运 动 的 时 空 图 会 有 什么 样 的 变化 ? 
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一 开始 我 之 所 以 想 探 讨 运动 ， 是 因为 我 想 理解 诸如 曙 旋 线 与 螺 线 这 样 的 
机 械 曲 线 。 这 些 形 状 都 是 滚动 的 圆 上 的 一 点 所 形成 的 轨迹 。 除 了 直线 上 
的 勺 速 运动 之 外 ， 这 是 我 能 够 想到 的 最 简单 的 运动 了 一 一 点 治 痢 圆周 色 
速 运动 。 


当然 ， 如 果 只 是 点 在 圆周 上 运动 ， 那 么 从 本 质 上 说 ， 我 们 过 到 的 情况 与 
直线 上 的 相同 。 我 们 可 以 选择 加 上 的 任意 一 点 作为 参照 点 ， 再 选择 一 个 
纸 圆 的 方 癌 作为 正方 向， 这 样 用 与 得 到 带 坐 标 和 直线 同 样 的 方法 ， 我 们 束 
能 够 得 到 融 坐 标的 圆 。 





这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 随时 记录 运动 的 点 的 位 置 。 唯 一 的 新 问题 是 ， 由 
于 圆 是 闭合 的 ， 因 此 坐标 也 将 绕 着 圆 转 ， 这 将 导致 圆 上 的 每 一 个 点 都 会 
有 无 穷 多 个 坐标 。 每 一 个 圆 都 有 一 定 的 周 长 〈 取 决 于 我 们 所 选 定 的 单位 
长 度 ) ， 表 示 圆 上 同一 点 的 所 有 不 同 坐 标 ， 它 们 之 间 的 兰 值 都 是 圆 的 周 
长 的 倍数 。 例 如 ， 假 定 我 们 选择 了 这 样 一 个 单位 长 度 使 得 圆 的 周 长 为 

1《〈 这 个 表示 这 么 简单 ， 我 们 为 什么 不 这 样 做 呢 ? ) ， 这 样 我 们 建立 的 
坐标 系 原 点 的 坐标 惑 会 是 和 1， 当 然 也 可 以 是 2、3 和 -1 以 及 其 他 所 有 的 
正 整 数 和 负 整 数 。 
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除了 一 个 点 会 有 多 个 坐标 稍微 有 些 别 扭 之 外 ， 其 实 圆 和 直线 是 相同 的 。 
我 们 可 以 用 通 帝 的 方法 来 描述 点 在 圆 上 的 运动 ， 也 就 是 用 点 的 位 置 与 时 
间 之 间 的 数值 模式 。 用 来 描述 直线 上 勾 速 运动 的 简单 关系 式 p =t 也 可 
以 描述 圆周 上 的 匀速 运动 。 


事实 上 ， 无 论 什 么 样 的 曲线 ， 这 个 结论 都 是 适用 的 。 所 有 的 曲线 ， 我 们 
都 能 够 用 这 种 方法 将 它们 坐标 化 ， 因 此 描述 一 种 曲线 上 的 运动 与 描述 其 
他 曲线 上 的 运动 相同 。 换 句 话说， 所 有 的 曲线 在 本 质 上 都 是 相同 的 。 好 
吧 ， 实 际 上 这 种 说 法 并 不 完全 准确 ， 开 放 的 曲线 和 闭合 的 曲线 还 是 有 差 
别 的 ， 但 两 者 之 间 也 只 有 这 一 点 兰 别 。 从 结构 上 说 ， 任 何 两 条 开放 的 曲 
线 都 是 等 价 的 ， 同 样 地 ， 任 何 两 条 闭合 的 曲线 也 是 等 价 的 。 也 就 是 说 ， 
如 果 两 个 空间 都 是 一 维 的 ， 那 么 我 们 是 看 不 出 这 两 者 之 间 的 差别 的 。 如 
果 我 们 在 这 两 个 空间 中 都 选择 原点 、 单 位 长 度 和 方向 ， 然 后 建立 起 坐标 
系 ， 那 么 一 个 空间 中 的 任何 位 置 都 会 在 男 外 一 个 空间 中 有 一 个 对 应 的 位 
置 ， 而 且 没 有 任何 实验 可 以 检测 出 两 者 之 间 的 差别 一 一 当然 ， 需 要 排除 
这 个 实验 ， 那 就 是 沿 一 个 方 同 一 直 走 看 我 们 是 否 还 能 够 回 到 出 发 点 。 也 
就 是 说 ， 从 分 类 的 角度 看 ， 有 且 仪 有 两 种 一 维 儿 何 结构 。《〈 当 然 ， 我 在 
这 里 排除 了 一 种 不 好 的 可 能 性 ， 那 融 是 空间 突然 在 边界 点 结束 ， 比 如 有 
端点 的 线段 。) 


用 现代 的 观点 看 ， 儿 何 空间 就 是 一 种 具有 度量 属性 (也 就 是 一 种 距离 的 
概念 ) 的 空间 。 如 果 在 两 个 几何 空间 之 间 存 在 一 种 能 够 保持 点 之 间 的 距 
离 不 变 的 对 应 关系 ， 那 么 我 们 就 认为 这 两 个 几何 空间 是 等 价 的 。 换 句 话 
说 ， 保 结构 变换 是 等 距 的 。 


因此 ， 假 如 有 两 条 曲线 ， 比 方 说 一 条 是 全 曲 的 而 另 一 条 是 笔直 的 ， 我 们 
可 以 用 任何 我 们 喜欢 的 方式 将 它们 坐标 化 ， 这 样 就 在 这 两 者 之 间 建 立 了 
等 距 关系 。 也 束 是 说 ， 我 们 用 相同 的 数值 标记 将 两 条 曲线 上 的 点 一 一 对 
0 
离 也 是 3。 









































但 如 果 说 一 条 曲线 和 一 条 和 直线 在 儿 何 上 是 等 价 的， 那么 “弯曲 ”这 个 词 到 
底 是 什么 意思 呢 ? 对 于 这 两 个 形状 ， 我 们 称 其 中 一 个 为 直线 而 男 一 个 为 
曲线 ， 我 们 到 底 又 是 在 区 别 什么 呢 ? 


从 本 质 上 说 ， 也 就 是 说 从 内 部 的 角度 看 ， 生 活 在 这 两 个 空间 中 的 人 有 着 
完全 相同 的 经 验 。 它 们 之 间 的 区 别 是 外 在 的 ， 即 从 外 部 所 看 到 的 视图 。 
这 两 条 曲线 本 里 是 相同 的 ， 不 同 的 是 它们 杠 入 空间 的 方式 。 它 们 之 间 的 
差别 能 够 被 生活 在 平和 鲁 上 的 二 维 生 物 发 现 。 比 如 ， 我 们 可 以 度量 其 中 一 
条 曲线 上 两 点 之 间 的 距离 (我 指 的 是 这 两 点 在 平面 上 的 距离 》， 然 后 与 
为 一 条 曲线 上 度量 同样 坐标 的 两 点 所 得 的 距离 相 比 较 。 














很 明显 ， 这 两 次 度量 的 结果 并 不 相等 。 关 键 的 问题 是 ， 一 维 的 生物 使 用 
的 是 它们 所 生活 的 那个 世界 的 直 尺 ， 它 们 度量 不 出 相对 于 外 面 更 大 的 世 
界 它们 所 在 的 世界 可 能 是 怎样 的 弯曲 。 


因此 ,“ 弯 曲 ” 一 词 的 意义 是 ， 一 个 空间 以 这 样 一 种 方式 存在 于 力 一 个 更 
大 的 空间 之 中 ， 即 这 个 空间 内 部 的 度量 结果 与 外 部 空间 的 度量 结果 是 不 
一 致 的 。 平 面 上 的 直线 之 所 以 是 直 的 ， 那 是 因为 无 论 是 从 内 部 还 是 从 外 
部 上 度量， 我们 所 得 到 的 距离 都 是 相同 的 当然， 这 里 我 们 假设 生活 在 一 
维 与 二 维 空间 中 的 生物 在 度量 时 使 用 的 是 相同 的 单位 长 度 )。 


因此 ， 弯 曲 和 笔直 都 是 相对 的 概念 。 一 维 空间 本 身 并 没有 笔直 或 者 弯曲 
这 样 的 概念 ， 直 到 你 将 它 放 入 一 个 维度 更 高 的 空间 中 去 。 然 后 ， 我 们 区 
可 以 比较 这 两 个 度量 空间 。 因 此 ， 与 其 说 曲线 本 喘 是 弯曲 的 ， 不 如 说 将 
它 放 入 更 高 维 空间 中 的 方式 是 弯曲 的 。 

















通常 来 说 ， 当 一 个 空间 处 在 另外 一 个 空间 中 时 《无 论 是 曲线 在 平面 上 ， 
还 是 弧 线 在 球面 上 ， 或 者 是 圆 环 面 惹 浮 在 空间 中 ) ， 较 大 的 父 空间 都 会 
在 较 小 的 子 空间 上 引入 一 种 上 度量。 这 样 ， 我 们 就 可 以 比较 子 空间 本 里 所 
具有 的 度量 与 父 空间 所 引入 的 度量 。 如 果 两 者 的 结果 一 致 ， 那 就 说 明 我 
们 将 较 小 的 空间 等 距 地 放 入 了 较 大 的 空间 之 中 一 一 我 们 可 以 称 较 小 的 空 
间 为 直 的 ， 或 者 是 平 的 ， 或 者 是 其 他 任何 你 愿意 的 称呼 。 否 则 的 话 ， 较 
小 的 空间 就 是 弯曲 的 。 


当然 ， 这 是 一 种 现代 的 观点 。 根 据 这 种 观点 ， 圆 以 及 其 他 所 有 的 曲线 ， 
本 质 上 都 是 平和 直 的 。 思 考 圆 是 平 直 的 ， 有 一 种 不 错 的 方法 ， 那 就 是 设想 
有 这 样 一 根 问 点 很 “神奇 "的 树 术 。 
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这 根 树枝 的 端点 的 “神奇 ”之 处 在 于 ， 当 你 从 树枝 上 的 其 他 地 方 出 发 到 达 
其 中 一 个 端点 时 ， 你 就 会 立即 出 现在 另 一 个 端点 处 。 换 名 话说， 这 两 个 
端点 代表 同一 个 地 方 。 重 要 的 是 ， 这 样 一 个 神秘 的 空间 和 通常 的 圆 的 概 
Es 0 0 
方式 。 











你 能 够 为 平 的 圆柱 面 设计 一 种 “神奇 的 平面 ”表示 吗 ? 
如 果 换 成 是 平 的 圆锥 面 或 者 圆 环 面 ， 又 要 怎样 设计 ? 


前 面 哆 哆 唆 唆 说 了 这 么 多 ， 其 实 我 想 表述 的 是 : 只 有 与 其 他 正在 进行 的 
运动 比较 ， 贺 周 运动 才 真 正 是 圆 形 的 。 摆 线 就 是 一 个 很 好 的 例子 。 形 成 
摆 线 的 点 并 不 只 是 简单 地 沿 着 圆 运 动 ， 圆 同时 也 在 直线 上 滚动 。 为 了 搞 
懂 这 样 的 运动 ， 我 们 必须 要 知道 圆周 运动 看 起 来 是 什么 样子 的 ， 不 仅 需 
要 从 圆 的 内 部 角度 去 看 ， 同 时 也 需要 从 平面 这 个 外 部 角度 去 看 。 


任何 曲线 都 能 够 在 度量 不 失真 的 情况 下 被 拉 直 。 这 个 结论 对 表面 也 成 


并 吗 ? 


球面 上 的 直线 是 什么 ? 圆柱 面 、 圆 锥 面 以 及 圆 环 面 上 的 直线 又 分 别 是 


A 
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因此 ， 我 们 应 该 问 的 问题 是 ， 圆 是 怎样 被 放 入 平面 的 ? 从 本 质 上 说 ， 我 
们 是 遇 到 了 两 个 有 冲突 的 坐标 系 : 一 个 是 内 在 的 圆 形 坐 标 系 ， 另 一 个 则 
征 外 围 平面 空间 的 坐标 系 。 问 题 来 了 ， 这 两 个 坐标 系 该 怎样 比较 呢 ? 


当然 ， 无 论 是 圆 形 坐 标 系 还 是 平面 坐标 系 ， 原 本 都 是 不 存在 的 ， 它 们 都 
是 我 们 自己 选择 创建 的 。 如 果 我 们 做 出 了 难看 的 、 不 好 的 选择 ， 那 么 这 
些 坐 标 系 之 间 的 关系 也 不 会 好 到 哪儿 去 。 


那么 ， 什 么 是 我 们 的 最 佳 选择 呢 ? 我 们 面 对 的 情况 是 : 圆 位 于 平面 上 。 
我 们 要 做 的 第 一 件 事 ， 束 是 在 平面 上 选择 一 个 参照 点 。 这 个 圆 的 圆心 惑 
在 我 们 的 最 佳 选择 ， 我 想 不 出 还 有 什么 位 置 比 这 个 位 置 更 好 、 更 对 称 
了 。 























至 于 组 成 坐标 系 的 两 个 方向 ， 我 们 也 可 以 使 它们 互相 垂直 。 有 了 这 样 的 
约束 条 件 ， 又 由 于 圆 是 对 称 的 ， 所 以 无 论 我 们 怎样 选择 这 两 个 方向 ， 其 
结 末 都 会 是 一 样 的 。 因 此 ， 我 们 随机 地 选择 一 个 方向 ， 并 称 它 为 横 问 ， 
另 一 个 与 它 垂直 的 方向 则 称 为 纵向 。 在 纸 上 ， 通 常 我 们 分 别 用 从 左 到 右 
与 从 下 到 上 来 表示 这 两 个 方向 。 当 然 ， 是 否 这 样 做， 完全 取决 于 你 。 假 
定 现在 我 们 采用 了 通常 的 做 法 ， 也 按照 习惯 将 横 坐 标 当 作 第 一 个 坐标 。 
明确 了 系统 的 《或 者 说 是 我 们 目 己 的 ， 无 论 你 怎样 认为 都 行 ) 方 同 之 
后 ， 下 面 我 们 还 需要 选择 一 个 单位 长 度 以 建立 完整 的 坐标 体系 。 既 然 贺 
征 我 们 目前 唯一 感 兴趣 的 事物 ， 我 们 不 妨 将 其 半径 作为 单位 长 度 。 





这 样 ， 我 们 的 平面 直角 坐标 系 就 建立 起 来 了 ， 平 面 上 的 每 一 个 点 (特别 
古 那 些 贺 上 的 点 ) 现在 都 可 以 用 由 两 个 数组 成 的 坐标 表示 了 。 比 如， 加 
最 上 方 的 那 点 ， 它 的 坐标 就 是 (0,1)。 


我 们 感 兴趣 的 另 一 个 坐标 系 是 圆 本 喘 的 坐标 系 ， 这 是 一 个 一 维 的 坐标 
系 。 只 要 出 现 了 曲线 在 平面 上 这 种 情况 ， 几 何 问 题 通常 就 可 以 归结 为 一 
维 坐标 系 与 二 维 坐标 系 的 比较 问题 。 


为 了 建立 圆 形 坐 标 系 ， 我 们 需要 在 圆 上 选择 一 个 参照 点 。 这 一 氮 并 没有 
什么 特别 合适 的 候选 点 。 不 过 ， 我 想 我 们 还 是 可 以 从 直角 坐标 系 与 圆 的 
四 个 交点 中 选择 一 点， 通常 一 般 会 选择 最 右边 的 那 一 点 (1,0)， 里 然 选 择 
哪 一 点 并 不 重要 。 下 面 就 是 选择 顺 时 针 方 铝 还 是 逆 时 针 方 同 的 问题 了， 
选 哪 一 个 作为 正方 辐 呢 ? 同 样 ， 这 一 点 也 不 重要 ， 通 常 的 选择 是 逆 时 针 
(也 就 是 从 第 一 个 方向 朝 第 二 个 方 辐 ) 。 因 此 ， 我 们 将 从 圆 最 右边 的 那 
一 点 开始 ， 沿 着 圆周 逆 时 针 地 标 圆 上 各 点 的 坐标 。 当 然 ， 我 们 将 使 用 与 
直角 坐标 系 相 同 的 单位 长 度 ， 这 样 就 免 去 了 不 必要 的 转换 。 换 句 话说 ， 
度量 该 圆 时 单位 长 度 也 将 是 其 半径 。 在 这 个 坐标 系 下 ， 圆 的 周 长 是 2rr。 


因此 ， 圆 最 上 面 那 一 点 的 华 标 将 是 >， 也 就 是 圆 的 周 长 的 四 分 


(当然 ， a 这 一 点 的 上 标 也 可 以 是 了 了、 也 以 及 无 数 个 
其 他 的 值 。 




















3 元 
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好 了 ， 下 面 到 了 关键 的 地 方 。 圆 上 的 每 一 个 位 置 ， 现 在 都 有 两 个 坐标 : 
一 个 圆 形 坐标 系 的 坐标 ， 马 一 个 是 平面 直角 坐标 系 的 坐标 。 在 圆 形 坐 标 


系 中 ， 圆 最 上 面 那 一 点 的 坐标 是 2， 说 明 沿 圆周 它 距 起 点 的 距离 为 2， 而 
它 的 平面 直角 坐标 则 是 (0,1)。 圆 形 坐 标 系 的 原点 ， 它 的 坐标 当然 是 0， 
但 它 的 平面 直角 坐标 则 是 (1,0)。 关 于 圆 位 于 平面 上 ， 最 基本 的 问题 束 是 
怎样 在 这 两 个 坐标 系 之 间 进 行 转换 。 如 果 不 能 够 在 直角 坐标 系 和 圆 形 坐 
标 系 之 间 来 回 切换 ， 想 要 理解 深 动 的 球 这 样 的 事物 是 绝对 不 可 能 的 。 


假定 圆 上 有 一 点 ， 其 圆 形 坐 标 为 s。 这 样 ， 我 们 的 问题 就 是 : 这 一 点 的 
直角 坐标 ， 比 如 说 x 和 y， 是 怎样 取决 于 s 的 ? 











| (x»y) 


根据 直角 坐标 系 的 建立 方式 ， 我 们 知道 当 s= 0 时 ，x = 1 且 y = 0。 我 们 其 


0 
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但 对 于 其 但 的 点 ， 两 者 之 间 的 对 应 天 系 则 不 那么 明显 。 比 如 ， 我 们 来 考 


虑 圆周 上 原点 与 最 上 面 那 一 点 之 间 的 中 点 。 它 的 圆 形 坐标 当然 正好 是 4 
， 也 就 是 整个 圆周 的 八 分 之 一 。 但 在 两 个 方向 分 别 是 从 左 到 在 、 从 下 到 
上 的 直角 坐标 系 中 ， 这 一 点 的 坐标 又 是 多 少 呢 ? 





2 
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一 种 求解 方法 作 一 个 辅助 用 的 直角 三 角形 ， 连 接 这 一 点 与 圆心 ， 再 过 这 
一 点 作 直 角 坐 标 系 横 轴 的 垂 线 ， 由 此 融 形 成 了 一 个 直角 三 0 
一 点 到 圆心 的 连 线 与 直角 坐标 系 模 轴 的 来 角 是 周 角 的 八 分 之 一 或 者 说 
45 度 ) ， 所 以 我 们 知道 这 个 三 角形 正好 是 正方 形 的 一 半 。 有 时 由于 我 们 
所 选 的 单位 长 度 就 是 贺 的 半径 ， 所 以 该 三 角形 斜 边 的 长 度 为 1。 因 此 ， 


它 的 两 条 ee (这 是 因为 正方 形 的 对 角 线 是 其 边 长 的 


元 ] ] 
1 一 
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或 者 ， 我 们 也 可 以 这 样 推理 ， 因 为 这 个 三 角形 是 斜 边 为 1 的 直角 三 角 
形 ， 所 以 它 的 两 条 直角 边 正 好 是 其 中 一 个 锐角 的 正弦 和 余弦 ， 只 不 过 这 
里 这 个 角 刚 好 是 八 分 之 一 周 角 。 


一 般 而 言 ， 这 就 是 我 们 所 能 得 到 的 最 好 的 结果 了 。 对 圆 上 的 任意 一 点 ， 
我 们 都 能 够 作 一 个 与 上 面 类 似 的 直角 三 角形 ， 并 且 我 们 只 能 够 通过 这 一 
人 
坐标 。 





从 根本 上 说 ， 贺 上 一 点 的 圆 形 坐 标 与 从 原 扣 授时 针 到 这 一 点 的 弧 长 相对 
应 ， 而 这 个 弧 的 长 度 则 和 它 所 对 应 的 圆心 角 的 大 小 直接 相关 。 这 一 点 的 
直角 坐标 ， 则 是 根据 这 个 圆心 角 所 作 的 直角 三 角形 的 两 条 直角 边 的 长 

度 ， 也 就 是 我 们 所 说 的 这 个 角 的 正弦 和 余 嘴 。 我 想 ， 像 圆 与 直角 三 角形 
这 样 简 单 的 形状 能 够 有 这 样 一 种 联系 ， 是 不 足 为 奇 的 。 


不 过 ， 这 里 也 有 一 些微 妙 的 细 市 需要 处 理 。 第 一 个 就 是 ， 这 一 点 到 圆心 
0 
g 








ODS 


从 点 以 原点 为 起 点 到 逆 时 针 绕 圆周 旋转 一 周 ， 它 所 形成 的 圆心 角 也 从 0 
度 变 成 了 周 角 ， 我 们 称 这 个 圆心 角 为 角 A。 当 角 A 比较 小 的 时 候 ， 这 一 
点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 就 简单 是 cosA 和 sinA。 








当 点 经 过 圆 最 上 面 的 一 点 《也 区 是 圆 形 坐 标 为 2 的 点 ) 之 后 ， 对 应 的 直 
角 三 角形 就 到 了 圆 的 吃 一 人 出， 它 的 内 角 融 不 再 是 朋 A， 而 是 角 A 的 补 

角 。 这 与 前 面 我 们 度量 三 角形 时 所 遇 到 的 情况 完全 一 样 。 前 面 处 理 三 角 
形 时 我 们 最 终 决 定 : 当 角 A 在 这 个 范围 内 ， 也 就 是 这 一 点 的 圆 形 坐标 在 


2 到 r 之 间 时 ， 将 其 余弦 定义 为 其 补 角 余弦 的 相反 数 是 最 合适 的 。 笠 运 的 
是 ， 当 角 A 在 这 个 范围 内 时 ， 它 的 余弦 也 正好 是 这 一 点 的 横 坐 标 。 在 前 
面 的 章节 中 ， 我 们 遇 到 这 样 一 个 问题 : 一端 杀 在 一 起 形成 夹 角 的 两 根 树 
校 ， 要 度量 其 中 一 根 树 校 的 端点 到 为 一 根 的 距离 。 现 在 的 问题 则 是 确定 
圆 上 一 点 的 直角 坐标 。 这 样 两 个 不 同 的 问题 ， 都 需要 对 正弦 和 余弦 的 定 
义 进 行 同样 的 扩展 ， 并 不 是 偶然 的 。 这 是 因为 我 们 创造 的 数学 对 象 都 是 
美丽 的 ， 而 美丽 的 事物 ， 诺 如 水 唱 ， 则 有 着 惊 人 的 一 致 性 : 它们 都 齐 循 
一 定 的 模式 ， 并 且 不 喜欢 这 些 模式 被 破坏 。 


3 
圆 形 坐标 为 4 的 点 ， 在 直角 坐标 系 中 的 坐标 是 多 少 ? 


类 似 地 ， 在 这 个 范围 内 (四 分 之 一 周 角 到 二 分 之 一 周 角 之 间 〉 对 角 A 的 
正弦 的 扩展 ， 则 是 使 sinA 与 其 邻 角 的 正弦 相等 ， 而 不 是 等 于 它 的 相反 
数 。 这 样 处 理 ， 既 能 够 使 正弦 定理 对 于 更 大 的 角 仍 然 成 立 ， 同 时 我 们 也 
能 够 正确 地 求 出 这 个 象限 内 点 的 纵 坐 标 。 


实际 上 ， 这 里 我 们 有 这 样 两 个 问题 : 三 角形 的 度量 以 及 圆 形 坐标 系 与 直 
角 坐 标 系 的 比较 。 好 在 结果 表明 它们 是 相同 的 ， 更 准确 地 说 ， 角 的 正弦 
和 余 弱 其 实 是 我 们 正在 处 理 的 圆 的 问题 的 特殊 情况 ， 也 就 是 当 角 比较 小 
时 。 前 面 我 们 通过 直角 三 角形 中 边 的 比例 来 定义 角 的 正弦 和 余弦 ， 现 在 
我 们 又 给 出 了 一 个 新 的 定义 ; 不 过 幸运 的 是 ， 它 与 旧 的 定义 并 不 冲突 。 
这 其 实 是 数学 中 反复 出 现 的 一 个 主题 ， 即 将 一 个 质朴 的 概念 推广 到 更 广 














泛 更 一 般 的 情况 。 


因此 ， 对 任何 一 个 角 ， 下 面 我 们 都 会 给 出 它 的 正弦 和 余弦 的 定义 。 当 和 角 
比较 小 时 《在 零 和 四 分 之 一 周 角 之 间 ) ， 我 们 已 经 知道 它 的 正弦 和 余弦 
的 定义 ， 其 值 束 是 这 个 角 对 应 的 斜 边 为 1 的 直角 三 角形 的 直角 边 长 。 当 
角 在 四 分 之 一 周 角 和 二 分 之 一 周 角 之 间 时 ， 我 们 所 求 的 则 是 它 的 外 角 的 
正弦 和 余弦 ， 也 就 是 该 角 的 正弦 等 于 其 外 角 的 正弦 ， 而 余弦 则 等 于 其 外 
角 余 弦 的 相反 数 。 无 论 古 哪 一 种 情况 ， 这 个 角 的 正弦 和 余弦 都 是 加 上 与 
它 对 应 的 点 在 直角 坐标 系 中 的 纵 坐 标 和 模 坐 标 。 上 自然 地 ， 我 们 进而 计划 
用 这 种 方法 来 定义 任意 角 的 正弦 和 余弦 。 也 就 是 说 ， 每 个 角 在 加 上 都 有 
一 个 对 应 的 点 ， 一 个 角 的 余弦 就 是 它 的 对 应 点 的 横 坐 标 ， 而 正弦 则 是 它 
的 对 应 点 的 纵 坐 标 。 


为 所 有 是 十 二 分 之 一 周 角 〈30 度 ) 倍数 的 角 做 一 个 正弦 和 余弦 的 表 。 


如 果 两 个 角 的 和 是 一 个 周 角 ， 那 么 这 两 个 角 的 正弦 和 余弦 会 有 什么 样 
的 关系 ? 如 果 两 者 之 和 是 半 个 周 角 呢 ? 
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经 过 前 一 节 的 讨论 ， 现 在 我 们 知道 : 对 于 圆 上 的 点 ， 如 果 它 的 圆 形 坐标 
为 s， 而 直角 坐标 为 x 和 y， 那 么 我 们 有 下 述 等 式 成 立 : 


T= cos.A. 


y = sin A. 


其 中 A 是 直角 坐标 系 的 横 轴 以 圆心 为 中 心 点 逆 时 针 旋 转 直 到 与 加 上 这 一 

把 到 圆心 的 连 线 重合 时 所 形成 的 夹 角 。 当然， 从 菜 种 意思 上 说 ， 这 两 

个 等 式 并 没有 什么 实质 性 的 内 容 ; 它 其 实 只 是 再 次 表述 我 们 用 代数 方法 

0 
So 








数 s 表示 的 是 长 度 ， 也 束 是 从 圆 形 坐 标的 原点 沿 圆周 逆 时 针 到 圆 上 一 扣 
的 距离 ， 而 A 则 是 与 之 对 应 的 角度 。 习 惯 上 ， 一 般 认为 长 度 和 角度 之 间 
的 关系 不 会 太 友 好 ， 两 者 之 间 更 多 的 古 不 信任 与 不满 ， 同 时 正弦 和 余弦 
之 间 也 是 如 此 。 但 这 种 看 法 其 实 只 适用 于 角度 和 直线 长 度 ， 人 至 于 角度 与 
圆 弧 长 度 之 间 的 关系 ， 情 况 则 完全 不 同 。 事 实 是 ， 角 度 与 圆 弧 长 度 之 间 
的 关系 简单 得 不 能 再 简单 了 : 两 者 是 成 比例 的 。 有 具体 地 说 ， 周 角 与 完整 
的 圆周 长 度 对 应 ， 半 个 周 角 与 圆周 的 一 半 对 应 ， 其 他 的 则 依 此 类 推 。 因 
此 ， 取 决 于 我 们 所 选择 的 长 度 和 角度 单位 ， 这 两 个 值 可 能 只 相差 一 个 特 
定 的 系数 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 选择 用 半径 作为 单位 来 度量 长 度 ， 同 时 选 
择 用 周 角 作 为 单位 来 度量 角度 〈 这 正 是 我 们 现在 所 做 的 ) ， 那 么 这 两 个 
值 之 间 的 关系 束 会 简单 地 是 s = 2nA。 














现在 ， 让 我 们 用 下 面 这 个 结论 来 结束 对 这 个 问题 的 讨论 吧 。 那 就 是 ， 我 
们 可 以 通过 如 下 两 个 简单 的 等 式 对 圆 形 坐 标 与 直角 坐标 进行 转化 : 


T= cos(s/27). 


y = sin(s/27). 


其 实 束 是 ， 如 果 我 们 知道 了 一 个 点 的 圆 形 坐 标 是 s， 我 们 只 需要 先 用 它 
除 以 2r， 这 样 束 将 它 转 化 成 了 以 周 角 作为 度量 单位 的 角度 ;然后 再 使 用 
正弦 和 余弦 将 角度 转化 为 长 度 x 和 y。 至 于 这 两 个 值 的 正 负 号 ， 我 们 在 给 
出 正弦 和 余弦 的 新 定义 时 已 经 考虑 到 了 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 圆 上 这 一 
点 的 直角 坐标 。 


这 里 唯一 有 些 繁琐 的 事情 是 ， 我 们 必须 要 先 将 圆 弧 长 度 也 就 是 弧 长 转化 
为 角度 ， 然 后 再 将 这 个 角度 再 转化 为 一 组 长 度 。 我 们 之 所 以 需要 这 样 

做 ， 有 下 面 两 个 原因 。 第 一 个 是 我 们 所 选择 的 单位 ， 这 里 我 们 选择 用 周 
角 作为 单位 度量 角度 。 当 然 ， 如 果 我 们 选择 用 度数 来 度量 ， 情 况 可 能 全 
更 糟糕 ， 因 为 此 时 需要 通过 更 复杂 的 等 式 ””37 * 才 能 够 把 弧 长 转化 为 
角度 。 这 里 的 问题 是 ， 什 么 单位 才 是 度量 角度 最 好 的 单位 呢 ? 绕 圆 一 

周 ， 我 们 认为 它 是 360 度 好 ， 还 是 认为 它 是 一 个 周 角 好 呢 ? 或 者 还 是 什 
么 别 的 好 呢 ? 当然 ， 这 其 实 并 不 重要 ， 它 只 是 一 个 使 用 是 否 方便 的 问 

题 。 不 过 ， 不 管 怎么 说 ， 使 用 起 来 方便 都 是 一 件 好 事 。 我 的 感觉 是 ， 对 
于 多 边 形 的 度量 (比如 前 面 我 们 在 寻找 用 正 多 边 形 瓷砖 铺 满 地面 的 可 能 
方案 时 ) ， 使 用 相对 于 周 角 的 比例 来 度量 角度 不 仅 简单 而 且 自 然 。 不 

过 ， 既 然 现 在 我 们 比较 的 是 圆 形 坐 标 系 和 直角 坐标 系 ， 这 样 做 似乎 比较 
笨拙 。 说 实在 的 ， 我 并 不 喜欢 2n 这 个 转化 系数 。 


还 有 一 个 原因 ， 那 就 是 我 们 对 正弦 和 余弦 所 起 作用 的 理解 。 我 们 一 直 都 
很 目 然 地 认为 ， 它 们 的 作用 就 是 将 角度 转化 为 长 度 ， 或 者 更 确切 地 说 ， 
征 转化 为 长 度 的 比 。 这 必然 意味 着 ， 只 要 我 们 是 想 要 度量 圆 或 者 圆周 运 
动 ， 我 们 就 必须 要 从 角度 入 手 。 不 过 ， 这 个 观点 看 起 来 似乎 并 不 正确 。 


下 面 说 说 我 的 方案 ， 它 表明 我 们 也 可 以 不 从 角度 入 手 。 这 个 方案 比较 现 
代 ， 同 时 可 能 看 起 来 有 些 奇 怪 和 随意 。 不 过 ， 还 是 请 耐心 听 我 说 完 。 首 
先 ， 我 们 将 选择 一 种 全 新 的 方法 来 度量 角度 。 周 角 ， 将 不 再 等 于 360 上 度 
或 者 什么 其 他 的 上 度数， 同时 它 也 不 再 是 度量 角度 的 单位 。 周 角 将 直接 等 
于 2r。 也 就 是 说 ， 我 们 将 通过 圆 形 坐标 系 来 度量 角度 。 因 此 ， 直 角 就 等 






































4 习 


2 


这 种 方法 的 优点 是 ， 和 角度 和 弧 长 不 再 需要 转化 。 弧 长 束 是 角度 。 更 准确 
地 说 ， 我 们 是 在 用 弧 长 与 半径 的 比值 度量 角度 。 





因此 ， 角 上 度 其 实 只 是 长 度 的 比值 。 更 进一步 地 说 ， 我 们 不 应 该 继续 认为 
正弦 和 余弦 转化 的 是 角度 ， 相 反 ， 应 该 更 抽象 地 认为 它们 的 作用 其 实 是 
进行 数值 的 转化 。 我 们 可 以 通过 自己 对 圆 形 坐标 系 与 直角 坐标 系 的 理解 
来 晶 新 定义 下 入 和 余 沪 ， 一 个 数 的 正弦 和 余 沪 就是 其 圆 形 誉 标 等 于 此 数 


的 贺 上 一 点 的 直角 纵 坐 标 和 模 坐 标 。 例 如 ，n 的 余弦 是 -1，4 的 正 绾 是 


< 
OY 
O 


现在 这 样 处 理 ， 其 实 和 前 面 并 没有 什么 真正 的 区 别 ， 只 是 所 选择 的 单位 
以 及 我 们 的 看 法 不 同 而 已 。 好 处 则 是 ， 现 在 我 们 不 用 再 考虑 角度 了， 并 
且 可 以 这 样 表述 前 面 的 结论 : 如 果 圆 上 一 点 的 圆 形 坐 标 是 s， 那 么 这 一 
点 的 直角 坐标 分 别 是 : 





TI 二 COS 5。 


Y = Sin s. 


无 论 s 的 取 值 是 多 少 ， 这 个 结论 都 是 成 立 的 。 当 然 ， 其 实 这 只 是 重新 表 
述 我 们 所 给 出 正弦 和 余弦 的 新 定义 。 我 想 它 的 实质 内 容 与 我 们 前 面 的 解 
释 并 没有 什么 差 寞 。 正 弦 和 余弦 的 作用 就 是 将 圆 形 坐 标 转 化 为 直角 坐 
标 。 打 个 比方 ， 如 条 说 一 维 圆 形 坐 标 是 圆 儿 ， 而 二 维 平面 直角 坐标 是 方 
那么 正弦 和 余弦 在 数学 中 所 起 的 作用 就 是 巧妙 地 “将 圆 卯 融入 方 





证 明 cos(-x) = cosx，sin(-x) = -sinx. 
a+b 的 正弦 和 余弦 与 a 和 b 正弦 和 余弦 会 有 什么 样 的 关系 ? 


请 男 一 张 展 示 数 的 正弦 和 余弦 是 怎样 随 独 该 数 取 值 的 不 同 而 改变 的 
图 。 观察 这 张 图 ， 你 发 现 什么 模式 了 吗 ? 
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要 说 最 简单 的 非 线 性 运动 ， 我 能 想到 的 就 是 一 点 治 着 圆 形 路 径 习 速 运 
动 ， 一 般 称 之 为 飞速 圆周 运动 。 为 了 描述 这 样 的 运动 ， 像 往常 一 样 ， 我 
们 还 是 需要 首先 选 定 一 个 时 间 和 空间 的 坐标 系 ， 也 就 是 根据 实际 情况 安 
上 合适 的 时 钟 并 构建 合适 的 地 图 。 


自然， 为 了 使 问题 最 简单 ， 我 们 可 以 将 圆 的 半径 当 作 单 位 长 度 ， 同 时 选 
择 这 样 一 个 单位 时 间 ， 它 可 以 使 点 的 运动 速度 为 1( 换 句 话 说 ， 束 是 将 
点 运动 一 个 单位 长 度 的 弧 长 所 需要 的 时 间 当 作 单 位 时 间 ) 。 这 样 选 定之 
后 ， 描 述 这 个 运动 就 变 得 非常 简单 了 : 设 s 是 运动 的 点 的 圆 形 坐标 ，t 是 
当前 的 时 间 ， 那 么 这 个 运动 就 可 以 简单 地 用 s = 上 表示 。 


当然 ， 如 果 我 们 关注 的 是 这 一 点 与 其 他 外 部 对 象 之 间 的 关系 ， 比 如 说 与 
平面 上 的 其 他 点 或 者 直线 之 间 的 关系 ， 那 么 我 们 则 会 选择 从 平面 的 角度 
去 描述 这 一 运动 。 此 时 ， 我 们 可 以 通过 建立 平面 直角 坐标 系 来 做 到 这 一 
点 ， 然 后 再 用 直角 坐标 系 的 横 坐 标 x 和 纵 坐 标 y 来 描述 这 一 点 的 运动 。 

最 简单 的 直角 坐标 系 就 是 前 面 我 们 所 建立 的 直角 坐标 系 ， 以 圆心 作为 原 
点 ， 其 他 要 素 不 再 重复 。 如 果 我 们 这 样 调整 坐标 系 ， 使 得 这 一 点 逆 时 针 
运动 ， 同 时 使 得 它 的 原始 位 置 ( 即 当 t= 0 时 的 位 置 ) 为 通常 的 起 点 ， 亦 
即 坐 标 为 x= 1，y = 0， 那 么 我 们 就 可 以 用 下 面 这 组 关系 来 描述 这 一 运 

动 : s=t，Xx=coss,，y= sins， 或 者 用 下 面 这 两 个 更 简单 的 等 式 来 描述 ， 
即 


























I= cost. 
y = sint. 
这 组 等 式 完 整地 描述 了 这 一 运动 的 模式 。 通 过 这 组 等 式 ， 对 任 一 时 


人 
立 置 。 





如 果 这 一 点 顺 时 针 运 动 ， 那 么 情况 又 会 怎样 ? 


现在 ， 我 们 来 看 看 这 一 运动 的 时 空 图 像 ， 它 相当 有 意 轧 。 由 于 这 一 运动 
发 生 在 平面 上 ， 上 所 以 它 对 应 的 时 空 曲 线 是 三 维 的 ， 其 中 每 一 个 点 都 有 坐 
标 x、y 和 t。 让 我 们 揭 开 谜 确 吧 ， 勾 速 圆周 运动 所 对 应 的 时 空 曲 线 原 来 





是 螺旋 线 。 








这 里 的 思路 是 ， 当 这 一 点 沿 着 圆 运 动 时 ， 时 间 也 在 流逝 ， 所 以 时 空 曲 线 
在 时 间 这 个 方 岗 上 一 直 是 同上 升 起 的 。 因 此 ， 平 面 上 的 勺 速 圆 周 运动 所 
对 应 的 三 维 时 空中 的 曲线 就 是 静止 的 螺旋 线 。 


令 人 惊奇 的 是 ， 既 然 在 时 空 坐标 系 中 螺旋 线 可 以 表示 圆周 运动 ， 那 么 我 
们 也 可 以 用 圆周 运动 来 描述 普通 的 三 维 空间 《〈 非 时 空空 间 ) 中 的 螺旋 

线 。 也 就 古 说 ， 如 末 空 间 中 有 一 条 螺旋 线 ， 那 么 我 们 可 以 用 扣 (xy;z ) 的 
集合 来 表示 它 ， 其 中 














TI 二 COS 2z, 


Y = Sin >. 


这 里 的 关键 是 ， 无 论 我 们 怎样 认为 ， 认 为 z 是 空间 坐标 也 好 ， 或 者 认为 z 
是 时 间 坐 标 也 去， 其 实 z 只 是 一 个 数 。 现 代 哲 学 将 所 有 的 事物 ， 如 形 
状 、 运 动 、 角 度 、 速 度 等 ， 都 看 成 是 数 ， 这 样 我 们 就 能 够 有 最 大 的 灵活 
人 
间 中 总 


我 们 应 该 怎样 描述 治 着 螺旋 线 的 匀速 运动 ? 


因此 ， 我 们 不 仅 可 以 建立 不 同 的 坐标 系 并 利用 不 同 坐 标 系 之 间 的 关系 来 
描述 运动 ， 我 们 也 可 以 用 同样 的 方法 来 描述 静止 的 物体 。 比 如 像 球面 ， 
我 们 就 可 以 认为 它 是 三 维 直角 坐标 系 中 所 有 满足 如 下 关系 的 点 Cy,z) 的 
集合 : + 放 +2 一 1。 有 了 这 样 的 数值 关系 ， 我 们 就 可 以 对 球面 进行 
度量 并 推导 它 有 哪些 性 质 。 











为 什么 二 二 太 十 > = ] 这 个 关系 等 式 描述 的 是 球面 ? 
你 能 够 在 三 维 直 角 坐 标 系 中 构造 出 圆锥 面 的 坐标 表示 吗 ? 
上 面 所 展示 的 其 实 是 这 样 一 种 思路 ， 那 就 是 通过 对 形状 点 的 坐标 的 描 
述 来 表示 几何 形状 。 正 是 这 种 思路 为 我 们 提供 了 一 种 丰富 而 灵活 的 形状 
描述 语言 ， 而 且 它 所 揭示 的 代数 与 几何 之 间 的 关系 可 以 说 是 数学 中 最 美 
妙 最 迷人 的 成 果 之 一 。 
你 能 够 构造 出 匀速 圆周 运动 中 半径 r 和 速度 v 之 间 的 等 式 吗 ? 


请 证 明 ， 平 面向 所 有 直线 上 的 太 的 坐标 者 满 是 形 如 Ax + By = C 这 样 的 


二 于 工 N o 
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现在 就 让 我 们 试 着 来 描述 摆 线 吧 。 由 于 摆 线 是 滚动 的 圆 上 一 点 的 运动 轨 
迹 ， 因 此 我 们 首先 需要 做 的 是 准确 地 描述 这 一 点 的 运动 。 那 么 在 任意 给 
定 的 时 刻 ， 这 个 运动 的 把 到 底 在 什么 位 置 呢 ? 当然， 我 们 需要 做 的 第 一 
件 事 是 建立 一 个 合适 的 坐标 系 。 





通常 我 会 做 出 如 下 的 选择 : 以 圆 的 半径 作为 空间 中 的 单位 长 度 ， 同 时 将 

圆 盘 一 直 在 其 上 滚动 的 直线 作为 坐标 系 的 第 一 个 方向 〈 圆 盘 滚 动 的 方 辐 

作为 正方 向 ) ， 原 点 〈 不 仅 是 空间 上 的 同时 也 是 时 间 上 的 ) 则 选择 为 这 

二 点 与 这 条 直线 相 急 的 这 个 时 刀 也 就 是 这 一 点 位 于 圆 的 最 下 面 的 位 置 
时 克 








好 了 ， 现 在 只 剩 下 单位 时 间 没 有 选择 了 ， 其 实 选 择 单 位 时 间 与 选择 圆 盘 
的 滚动 速度 等 价 。 当 然 ， 无 论 我 们 怎样 选择 ， 结 果 都 是 一 样 的 ， 无 论 圆 
盘 是 滚动 得 快 还 是 慢 ， 最 终 所 形成 的 曲线 都 会 是 摆 线 。 所 以 我 们 不 妨 选 
择 一 个 使 圆 盘 的 深 动 速度 变 得 很 简单 的 单位 时 间 ， 现 在 我 们 假定 圆 盘 的 
滚动 速度 是 1。 我 的 意思 是 ， 如 果 我 们 单独 地 观察 圆 盘 ， 使 圆 盘 脱离 它 
一 直 深 动 在 其 上 的 直线 ， 那 么 运动 的 这 一 点 是 匀速 沿 着 圆周 运动 的 。 


事实 上 ， 从 不 同 的 角度 去 看 同一 个 运动 也 很 有 价值 ， 通 常 称 之 为 相对 运 











动 。 比 如 ， 我 们 所 讨论 的 这 个 运动 ， 如 果 让 位 于 平面 上 某 个 位 置 的 虫子 
去 看 ， 它 会 认为 是 在 固定 直线 上 滚动 的 圆 盘 上 的 一 个 点 在 运动 ， 如 条 让 
目 身 就 位 于 圆 盘 上 的 另外 一 只 虫子 去 看 〈 假 定 虫子 位 于 圆心 ) ， 则 它 看 
到 的 是 这 个 点 在 绕 它 运动 ， 而 直线 则 在 向 前 运动 。 














= 一 
这 里 的 关键 是 ， 这 两 只 虫子 所 看 到 的 既 不 能 说 对 ， 也 不 能 说 错 ; 如 果 从 
它们 各 上 自 的 角 拔 来 看 ， 它 们 的 观察 结果 都 是 对 的 。 但 更 重要 的 是 要 使 它 
们 彼此 能 够 交流 ， 这 残 是 用 回 量 的 方法 来 表示 运动 特别 方便 的 一 个 原 


因 : 既然 位 置 已 经 用 位 移 表 示 ， 要 调整 为 其 他 人 的 视角 也 就 变 得 很 简单 
本 一 一 只 需要 再 加 上 为 外 的 位 移 。 

关于 这 个 问题 ,下面 我 将 尽 最 大 的 可 能 说 清楚 (假设 到 目前 为 止 我 都 是 
故意 含糊 不 清 的 ) 。 让 我 们 来 看 一 看 我 们 所 讨论 的 这 个 运动 的 点 的 回 量 
表示 ， 它 所 对 应 的 回 量 其 实 也 就 是 从 原点 到 这 一 点 所 在 位 置 的 位 移 。 
































当然 ， 这 个 向 量 一 直 不 停 地 在 变化 ， 而 且 变 化 的 方式 也 很 复杂 。 这 就 是 
整个 问题 的 关键 ， 摆 线 运 动 并 不 是 那么 简单 ， 它 所 对 应 的 癌 量 的 长 度 会 
越 来 越 长 ， 并 且 以 一 种 很 微妙 的 方式 一 会 同上 旋转 一 会 又 问 下 旋转 ， 而 
这 种 微妙 的 方式 正 是 我 们 想 要 准确 描述 的 。 


相对 运动 的 想法 就 是 要 试 着 去 找 另 外 一 个 角度 ， 使 得 从 这 个 角度 去 观察 
运动 会 更 简单 。 比 如 这 里 ， 我 们 惑 可 以 从 圆心 的 位 置 去 观 穴 摆 线 运动 。 




















现在 我 们 可 以 将 做 摆 线 运动 的 点 所 对 应 的 同 量 〈 该 问 量 描述 的 就 是 摆 线 
运动 ) 看 成 是 两 个 简单 癌 量 的 和 了 ， 这 两 个 癌 量 分 别 是 从 原点 到 圆心 的 
向 量 以 及 从 圆心 到 这 一 点 的 径 向 向 量 。 圆 心 的 运动 之 所 以 简单 是 因为 它 
不 再 涉及 旋转 ， 而 径 癌 同 量 之 所 以 简单 则 是 因为 它 只 涉及 旋转 。 


这 个 技术 非常 有 用 : 我 们 只 是 适当 地 转换 了 观察 的 视角 ， 复 杂 的 运动 现 
在 就 分 解 成 了 几 个 简单 的 运动 。 而 且 我 们 还 可 以 更 进一步 : 我 们 可 以 不 
再 从 原点 观察 圆心 ， 而 是 从 比 原 点 高 一 个 单位 长 度 的 位 置 去 观察 圆心 ， 
这 样 结果 会 更 好 。 














这 也 就 意味 着 ， 我 们 将 从 原点 到 圆心 的 向 量 分 解 成 了 两 个 向 量 之 和 : 其 
中 一 个 是 同上 的 长 度 为 单位 长 度 的 癌 量 ， 另 一 个 则 是 水 平 同 右 的 、 从 加 
上 的 问 量 的 终点 到 圆心 的 网 量 。 这 两 个 同 量 所 对 应 的 运动 也 都 是 很 简单 
的 运动 ， 因 为 它们 的 方向 都 一 直 保 持 不 变 。 事 实 上 ， 第 一 个 癌 量 不 仅 方 
问 不 变 ， 它 的 长 度 也 是 不 变 的 。 


至 此 ， 我 们 将 滚动 的 圆 盘 上 一 点 的 相对 复杂 的 摆 线 运动 分 解 成 了 三 个 简 
单 得 多 的 运动 : 一 个 是 使 观察 点 上 升 到 圆 盘 圆心 的 高 度 的 常 癌 量 ， 妃 一 
个 是 从 新 观察 点 即 第 问 量 的 终点 到 圆 盘 圆心 的 水 平 问 量 ， 最 后 一 个 则 是 
从 圆 盘 圆心 到 旋转 的 这 一 点 的 癌 量 。 














| 


当然 ， 分 解 为 三 个 更 简单 的 问 量 之 后 ， 我 们 还 是 需要 准确 地 描述 这 些 回 
量 上 怎样 随 着 时 间 的 变化 而 变化 。 让 我 们 用 怀表 示 当 前 的 时 间 ， 用 yul 表 
示 水 平 ( 正 ) 方向 的 单位 同 量 ， 用 us 表示 垂直 方 同 的 单位 向量 。 

















我 们 首先 来 讨论 从 圆 盘 圆心 到 运动 的 这 一 点 的 向 量 。 实 际 上 ， 这 是 一 个 
简单 的 匀速 圆周 运动 ， 以 圆 的 最 下 面 的 一 点 为 起 点 (也 就 是 我 们 所 选 定 
的 当时 间 t= 0 时 运动 的 这 一 点 所 在 的 位 置 )， 沿 顺 时针 方 向 旋转 (因为 
我 们 选择 的 是 圆 盘 向 右 运 动 》。 


如 果 运 动 的 起 点 是 圆 的 最 右边 的 点 ， 并 且 这 一 点 是 逆 时 针 运 动 ， 那 么 我 
们 遇 到 的 情况 就 与 前 面 讨 论 圆 周 运动 时 完全 一 样 ， 也 就 是 运动 的 这 一 点 
的 横 坐 标 和 纵 坐 标 分 别 是 cost 和 sint。 也 就 是 说 ， 从 圆心 到 这 一 点 的 向 
量 就 简单 地 是 (costb2a 十 (smtju2。 不 过 ， 既 然 现 在 以 是 圆 最 下 面 的 点 为 
起 点 而 且 义 是 顺 时 针 运 动 ， 所 以 从 圆心 到 这 一 点 的 癌 量 应 该 修正 为 














(一 Sintjizal + (— cost)us. 


也 许 理 解 这 一 结论 的 最 好 方法 ， 残 是 将 模 坐 标 和 纵 坐 标 分 开 来 考虑 。 这 
一 点 的 横 坐 标 最 开始 时 值 为 0， 然 后 减 小 为 -1， 又 再 变 为 0， 再 增 大 为 


1， 最 后 又 减 小 为 0， 如 此 反复 变化 。sint 正 是 这 样 变化 的 ， 只 不 过 取 值 
相反 ， 因 此 横 坐 标 是 按照 -sint 的 规律 变化 的 ， 纵 坐标 的 情况 也 类 似 ， 只 
不 过 是 根据 余 怠 在 变化 。 或 者 我 们 也 可 以 这 样 理解 ， 如 果 有 一 个 人 站 在 
平面 的 另 一 边 并 且 从 侧面 观察 ， 那 么 这 一 点 就 会 以 习惯 的 方式 运动 ， 即 
以 圆 最 右边 的 点 为 起 点 逆 时 针 运 动 。 如 果 是 这 样 观察 ， 就 会 有 交换 横 纵 
毕 标 再 取 反 的 作用 。 我 想 ， 这 样 会 更 让 人 感受 到 相对 的 作用 。 不 管 怎么 
说 ， 现 在 我 们 准确 地 描述 了 从 圆心 所 观察 到 的 这 一 点 的 运动 。 


扩 沿 着 圆周 做 匀速 运动 时 ， 起 点 可 以 古 以 下 四 个 点 中 的 任何 一 个 ， 即 
圆 最 上 面 、 最 下 面 、 最 左边 和 最 右边 的 点 ， 方 癌 则 可 以 是 顺 时 针 或 者 
逆 时 针 。 在 不 同 的 情况 下 ， 我 们 要 怎样 描述 这 个 运动 的 点 的 坐标 ? 


接 下 来 我 们 需要 描述 的 束 是 圆心 目 身 的 运动 。 这 个 运动 所 对 应 问 量 的 垂 
直 部 分 很 简单 ， 它 就 是 心 。 不 过 ， 它 的 水 平 部 分 处 理 起 来 却 比 较 麻 烦 。 
也 许 度量 水 平 部 分 运动 最 简单 的 方法 ， 就 是 让 圆 盘 完整 地 滚动 一 圈 。 


























由 于 圆 盘 是 在 滩 动 〈 也 就 是 说 它 不 是 在 滑动 或 滑行 ) ， 所 以 滚动 一 图 就 
相当 于 将 圆 的 周 长 水 平地 铺 在 直线 上 。 换 名 话说 ， 圆 盘 在 直线 上 运动 的 
距离 就 是 圆 的 周 长 。 这 说 明 ， 在 运动 的 这 一 点 旋转 了 一 周 的 这 段 时 间 内 
《因此 运动 的 距离 是 圆 的 周 长 )》， 圆 心 也 在 水 平方 向 上 运动 了 同样 的 距 
| 于。 


这 就 说 明 ， 圆 心 水 平 运 动 的 速度 与 这 一 点 弓 圆 旋转 的 速度 相等 ， 而 且 前 
面 我 们 将 圆 旋转 一 周 所 需 的 时 间作 为 单位 时 间 ， 也 就 是 圆 旋转 的 速度 为 
1， 所 以 圆心 水 平 运 动 的 速度 也 为 1。 你 明日 这 些 了 吗 ? 这 其 实 就 是 这 个 
问题 到 目前 为 止 最 难 的 部 分 了 一 一 解释 清楚 “滚动 ”到底 是 什么 意思 。 


圆心 水 平 运动 的 速度 与 这 一 点 旋转 的 速度 完全 相等 ， 这 个 结论 还 是 很 漂 
亮 的。 具体 到 代数 上 ， 生 的 意思 就 是 ， 水 平 癌 量 就 简单 地 是 ui。 也 就 是 
次， 水 平 同 量 的 方 癌 是 水 平 正方 向 ， 而 其 长 度 则 总 等 于 b 因为 运动 的 
起 点 为 0 且 运 动 的 速度 为 常量 1。 























将 这 三 个 同 量 相 加 ， 我 们 惑 得 到 了 运动 的 这 一 点 所 对 应 的 同 量 p， 即 


P=(—snt)u 十 (一 costjua tt ut tul, 


作为 一 个 相对 运动 的 例子 ， 它 不 会 比 你 看 到 的 其 他 示例 差 。 在 这 个 例子 
中 ， 我 们 根据 观察 角 度 的 不 同 ， 将 复杂 的 由 械 运 到 分 解 成 了 几 个 简单 的 
人 到 吉 。 

如 果 你 愿意 ， 你 也 可 以 将 这 一 点 所 对 应 的 向 量 重新 表示 为 坐标 形式 。 向 
量 p 水 平方 向 的 分 量 包含 单位 向 量 由 的 数量 是 - sint， 垂 直方 向 的 分 量 
含 单位 向 量 几 的 数量 则 是 1 - cost， 因 此 我 们 可 以 将 这 一 运动 表示 为 














T=t— sint. 


y= 1— cost. 


其 中 x 仍然 表示 这 一 点 在 任意 时 刻 t 的 横 坐 标 ，y 则 表示 这 一 点 的 纵 坐 
标 。 考 虑 到 这 个 运动 看 起 来 很 复 洒 ， 这 样 的 描述 可 以 说 相当 不 错 了 。 


下 面 让 我 们 来 检验 一 下 这 组 关系 式 。 当 t= 0 时 ， 我 们 可 以 算出 x = 0 且 y = 
0。 不 错 ， 它 表明 这 一 点 运动 的 起 点 是 原点 ， 与 我 们 前 面 的 选择 相同 。 
当 t= 2r 时 ，x= 2x，y= 0， 这 也 与 我 们 前 面 得 出 的 结论 一 样 ， 即 点 旋转 
一 周 后 圆 盘 运 动 的 距离 为 2r。 








我 们 也 可 以 看 一 看 圆 盘 运 动 到 一 半路 程 时 的 情况 ， 此 时 t=T，x=T- 
sinr =NA,，y=1-cosn=2， 也 与 我 们 预期 的 一 样 。 这 样 的 结果 还 是 比较 
令 人 满意 的 ， 这 说 明 我 们 并 没有 犯 任何 显而易见 的 错误 。 

现在 ， 我 们 终于 准确 地 描述 了 滚动 的 圆 盘 上 一 点 的 运动 了 。 


如 果 平 面 上 有 两 个 点 相同 运动 并 且 最 终 它 们 会 相 撞 ， 那 么 在 相 撞 之 
前 ， 其 中 一 个 点 在 另外 一 个 点 看 来 是 怎样 运动 的 ? 


两 个 点 在 一 条 直线 上 匀速 运动 ， 如 果 从 它们 的 中 点“ 中 点 可 能 是 运动 





的 ) 观察 ， 那 么 我 们 会 看 到 什么 样 的 景象 ? 
够 描述 其 运动 轨迹 是 内 摆 线 或 外 摆 线 的 一 点 的 运动 吗 ? 
如 果 运 动 轨 迹 像 万 花 矿 男 出 来 的 曲线 呢 ? 
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上 一 节 中 我 们 解决 了 摆 线 运动 的 描述 问题 。 现 在 我 们 能 够 准确 知道 这 个 
运动 的 点 在 任意 时 刻 的 位 置 了 ， 即 我 们 可 以 通过 下 面 这 组 关系 等 式 来 准 
确 描 述 这 一 点 的 位 置 : 





T=t— sint. 


y= 1— cost. 


这 里 其 实 我 们 是 对 摆 线 进行 了 编码 ， 也 就 是 用 符号 来 表示 形状 信息 。 具 
体 地 说 ， 我 们 用 一 组 静态 的 《同时 也 有 一 些 神秘 的 ) 方程 代 蔡 了 对 滚动 
的 圆 盘 上 一 点 的 几何 描述 或 者 说 视觉 描述 。 那 我 们 为 什么 要 这 样 做 呢 ? 
为 什么 我 们 要 用 丑 卫 复杂 的 符号 蔡 换 简单 漂亮 的 图 呢 ? 我 想 ， 对 于 这 个 
问题 ， 大 部 分 人 都 不 会 被 类 似 “ 不 错 ， 我 们 得 到 方程 啦 * 这 样 的 回答 打 

动 。 通 常 他 们 都 会 持 这 样 的 怀疑 态度 ， 方程 中 能 够 有 什么 美丽 和 浪漫 

吗 ? 


当然 ， 我 们 之 所 以 要 这 样 做 ， 是 因为 从 长 远 看 ， 这 样 做 是 值得 的 。 在 文 
学 和 音乐 中 就 发 生 了 同样 的 事情 。 也 许 在 书面 语言 产生 的 时 候 ， 就 有 一 
些 口述 传统 的 浪漫 消失 了 一 一 包括 作者 的 声 普 、 他 说 话 时 的 举止 以 及 换 
扬 顿 挫 的 声调 。 当 我 们 使 用 书面 文字 时 ， 所 有 这 些 孝 被 我 们 放弃 了 。 但 
用 符号 来 表示 语言 有 很 多 优点 也 同样 是 毋庸 置疑 的 ， 而 且 只 要 你 愿意 ， 
谁 也 不 阻止 不 了 你 大 声 朗 读 。 其 实 书 籍 并 没有 破坏 口述 传统 ， 相 反 ， 它 
扩展 了 口述 传统 ， 而 且 也 让 我 们 可 以 选择 一 种 不 同 的 心理 体验 。 当 然 ， 
同时 它 也 保存 了 信息 。 


用 音乐 符号 来 进行 类 比 会 更 贴切 一 些 。 乐 谱 其 实 就 是 以 符号 的 形式 来 对 
首 乐 信息 进行 编码 ;， 换 句 话 说 ， 乐 谱 束 是 一 种 速记 法 。 我 们 必须 要 这 样 
做 吗 ? 当然 不 是 ， 就 算 没 有 乐谱 ， 作 曲 家 也 依然 可 以 作曲 。 那 么 它 使 用 
起 来 很 方便 吗 ? 对 ， 特 别 方便 。 

















音乐 中 的 一 个 想法 融 是 将 音乐 信息 快速 准确 地 传达 出 去 。 由 于 我 们 使 用 








了 简洁 的 符号 对 音乐 信息 进行 了 编码 ， 所 以 可 以 很 容易 地 将 音乐 传递 给 
其 他 人 。 任 何 音乐 家 都 能 够 阅读 乐谱 并 且 能 够 马上 理解 它 所 表示 的 乐 

曲 。 这 样 音乐 就 失去 浪漫 了 吗 ? 显然 没有 ， 但 这 样 做 的 确 造成 了 文化 避 
又， 那些 读 不 懂 乐谱 的 人 在 一 定 程度 上 被 排斥 于 音乐 之 外 了 。 事 实 上 ， 
每 当 我 们 发 明 一 种 新 的 符号 编码 系统 时 ， 都 会 产生 相应 的 文化 壁 全 问 

题 。 能 够 以 一 种 简洁 的 形式 准确 地 交流 想法 ， 这 当然 很 不 错 ， 但 问题 

是 ， 你 必须 要 首先 学 习 如 何 阅读 这 种 用 来 交流 的 符号 。 


对 于 形状 和 运动 ， 我 们 目前 就 处 于 这 样 的 情况 。 利 用 笛 卡 尔 的 使 用 坐标 
系 描 述 位 置 的 思想 ， 即 使 是 一 些 很 复杂 的 运动 ， 现 在 我 们 也 可 以 用 准确 
简洁 的 方式 来 表示 《〈 即 用 方程 组 来 表示 运动 ) 。 这 种 方法 的 优点 是 ， 我 
们 可 以 很 容易 地 将 信息 写 到 纸 上 ， 也 不 用 再 画 一 些 很 复杂 的 图 。 当 然 也 
有 不 好 的 地 方 ， 那 就 是 我 们 必须 要 特别 小 心 。 如 果 注 意 到 音乐 和 代数 符 
号 是 多 么 精密 ， 我 们 惑 会 知道 ， 其 中 一 个 符号 的 变化 都 可 能 会 完全 改变 
整个 表达 式 或 者 整 首 乐曲 所 要 表达 的 意思 。 不 过 这 还 并 不 是 最 大 的 问 

题 ， 最 大 的 问题 在 于 我 们 必须 要 学 会 熟练 地 运用 这 种 符号 语言 。 而 且 ， 
我 们 不 能 满足 于 仅仅 能 够 读 懂 这 些 符号 并 进行 一 些 转换 ， 而 是 需要 达到 
能 够 运用 这 种 符号 语言 来 创造 和 探讨 美的 事物 这 样 的 水 平 。 每 一 种 符号 
语言 的 发 明 都 会 创造 一 种 相应 的 文化 ， 无 论 是 音符 、 文 字 还 是 数学 符 

写 ， 它 们 都 有 者 其 自 映 的 浪漫 。 


事实 上 ， 我 们 还 可 以 更 进一步 地 探讨 音乐 与 数学 之 间 的 类 比 。 那 么 一 首 
乐曲 完 竟 是 什么 呢 ? 难道 它 不 是 声音 的 运动 吗 ? 让 我 们 用 钢琴 的 键盘 能 
够 表示 的 音符 作为 乐音 的 空间 ， 也 就 是 我 们 的 点 或 者 说 符号 将 要 在 其 中 
漫游 的 空间 。 乐 谱 则 是 这 个 空间 的 地 图 ， 其 中 的 线 和 空白 则 是 可 能 的 位 
置 ， 而 且 这 些 位 置 也 有 中 央 C、 高 首 B b 这 样 的 坐标 。 


本 


与 其 他 地 图 一 样 ， 乐 谱 也 有 方向 (位 置 越 高 音 也 越 高 ， 反 之 位 置 越 低音 
也 越 低 〉 和 单位 (小 市 ) ， 不 同 的 谱 号 和 调 号 则 是 这 个 坐标 系 的 原点 。 
这 样 ， 一 首 乐 曲 就 可 以 用 音 高 -时 间 来 表示 。 水 平方 回 度 量 的 是 时 间 
《时 间 以 节拍 为 单位 ， 而 原点 则 表示 的 是 一 首 乐 曲 的 开始 ) 。 黑 色 的 小 
圆 点 则 表示 音乐 中 的 “事件 ”。 我 想 ， 我 们 也 可 以 考虑 将 啊 度 作为 我 们 
nn 
运动 图 。) 









































从 这 里 我 们 可 以 看 出 ， 作 曲 家 和 数学 家 都 根据 他 们 要 描述 的 问题 建立 起 
了 合适 的 坐标 系 ， 并 且 运 用 符号 语言 表示 其 中 的 模式 。 正 如 优秀 的 小 提 
苍 手 看 一 眼 乐谱 就 能 够 在 她 们 的 头脑 中 听 到 音乐 一 样 ， 经 验 丰富 的 几何 
学 家 在 见 到 一 组 方程 时 ， 也 能 够 看 到 或 感受 到 它 押 表示 的 形状 或 运动 
《至少 在 方程 比较 简单 的 情况 下 能 够 做 到 这 一 点 ) 。 


你 能 够 用 坐标 来 描述 螺 线 运动 吗 ? 
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截至 现在 ， 我 们 一 直 在 讨论 的 都 是 表示 的 问题 。 当 我 们 用 一 个 事物 去 表 
示 必 一 个 事物 时 ， 总 是 会 产生 一 些 很 有 意思 的 哲学 推论 。 首先 ， 我 们 会 
遇 到 这 样 一 个 问题 ， 那 就 是 到 底 是 谁 在 表示 谁 。 是 乐谱 是 声音 的 转录 ， 
人 
外 想 决 ?2 


具体 到 我 们 的 情况 ， 我 们 有 一 个 几何 对 象 〈 某 一 个 形状 或 者 运动 ) 以 及 
用 来 表示 它 的 一 组 方程 。 那 么 ， 真 实 存在 的 是 形状 ， 而 方程 只 不 过 是 形 
状 的 比较 方便 的 代数 表示 方法 吗 ? 还 是 我 们 可 以 将 方程 (也 就 是 数 之 间 
的 模式 ) 看 成 是 我 们 真正 感 兴趣 的 对 象 ， 而 形状 或 者 运动 只 不 过 是 方程 
的 视 党 或 者 力学 表现 要 了 ? 


当然 ， 从 前 面 的 章节 中 我 们 就 已 经 知道 ， 图 本 身 并 不 是 特别 有 用 的 描述 
工具 (它们 所 起 的 作用 主要 是 心理 上 的 ) 。 而 且 ， 当 我 们 谈 起 圆 时， 我 
们 讨论 的 并 不 是 图 而 是 用 语言 描述 的 这 样 的 模式 ， 即 到 定点 的 距离 等 于 
定 长 的 所 有 点 的 集合 。 笛 卡尔 认识 到 ， 如 果 我 们 能 够 用 语言 精确 地 描述 
一 个 形状 或 者 运动 ， 那 么 我 们 也 同样 可 以 用 数值 模式 来 描述 这 个 形状 或 
者 运动 ， 并 将 其 表示 为 一 组 方程 。 例 如 ， 半 径 为 1 的 圆 ( 在 通常 所 建立 
的 坐标 系 中 ) 就 可 以 用 代数 表达 式 + 兄 = 1 表示，。 


另 一 方面 ， 我 们 可 以 将 任何 涉及 值 不 断 改 变 的 量 《〈 通 常 称 之 为 变量 ) 的 
方程 或 方程 组 都 理解 为 描述 的 是 一 个 形状 或 者 运动 。 也 就 是 说 ， 任 何 一 
个 数值 天 系 都 有 一 个 “可 视 ” 的 形状 或 者 运动 与 之 对 应 。 比 如 ， 如 果 愿 
和 我 们 就 可 以 认为 等 式 关 系 b 二 2a 十 1] ( 它 表示 的 是 变量 b 总 是 比 变 量 
a 0 





















































又 或 者 ， 我 们 也 可 以 认为 它 表 示 的 是 时 空 图 ， 而 且 可 以 假设 a 表示 的 时 
间 而 b 表示 的 是 位 置 。 这 样 ， 等 式 关 系 b = 24+ 1 就 变 成 了 对 起 点 为 1、 
速度 为 2 的 这 样 一 个 匀速 运动 的 记录 。 


当然 ， 无 论 是 形状 、 运 动 还 是 方程 ， 其 实 它们 都 不 是 我 们 最 终 要 研究 的 
对 象 ， 我 们 最 终 要 研究 的 是 模式 。 如 采 你 选择 用 几何 方法 或 者 代数 方法 
来 表示 你 所 要 研究 的 模式 ， 那 也 没有 问题 。 不 过 我 们 需要 谨 记 的 是 ， 无 
论 用 的 是 什么 表示 方法 ， 我 们 真正 讨论 的 都 是 抽象 的 关系 和 模式 。 


那么 ， 当 我 们 仅仅 将 形状 看 成 是 数值 模式 的 视觉 表示 时 ， 又 会 有 什么 情 
况 发 生 呢 ? 首先 ， 我 们 得 到 了 很 多 新 的 形状 。 用 代数 方程 的 方法 来 表示 
几何 形状 ， 通 常 称 之 为 解析 几何 〈1637 年 笛 卡 尔 的 著作 《几何 学 》 的 出 
版 标志 着 解析 几何 的 诞生 ) 。 解 析 几 何不 仅 为 形状 的 描述 问题 提供 了 方 
便 的 解决 方法 ， 即 为 我 们 描述 几何 模式 提供 了 一 种 统一 的 语义 框 染 ， 同 
时 也 为 几何 学 家 提供 了 一 种 全 新 的 构造 形状 和 运动 的 方法 。 现 在 ， 我 们 
几乎 拥有 了 无 穷 的 描述 能 力 。 

不 过 ， 随 之 也 产生 了 这 样 一 个 问题 ， 那 融 是 什么 样 的 方程 与 什么 样 的 形 
状 相对 应 呢 ? (当然 ， 这 里 也 包括 运动 ， 因 为 我 们 总 是 可 以 将 运动 看 成 
古 时 空中 的 曲线 。〉 显 然 ， 我 们 需要 一 个 “词典 ”来 帮助 我 们 进行 儿 何 描 
述 和 代数 表示 之 间 的 转换 。 我 们 可 以 从 下 面 这 两 个 对 应 关系 开始 : 

空间 的 维 数 - 变量 的 个 数 


形状 或 者 运动 变量 之 间 的 关系 



































因此 ， 如 果 我 们 对 某 一 个 方程 感 兴趣 ， 比 方 说 方程 7 + = > ， 我 们 可 
以 将 它 看 成 古 三 维 空间 中 所 有 满足 这 样 的 坐标 关系 的 点 (x,y,z) 的 集合 。 
根据 这 一 关系 等 式 ， 我 们 可 以 知道 点 (3,4,5) 是 这 个 形状 上 的 一 个 点 ， 而 
点 (12,3) 则 不 在 这 个 形状 上 。 无 论 这 对 应 的 到 确 是 什么 样 的 形状 ， 它 都 
完全 修 这 个 方程 精确 地 确定 了 。 


十 六 三 所 对 应 的 是 什么 样 的 形状 ? 


我 喜欢 将 一 组 变量 想象 成 正在 创建 外 围 的 空间 ， 而 方程 则 是 在 绘制 最 终 
所 形成 的 形状 。 当 变量 的 个 数 为 两 个 时 ， 相 应 的 外 围 的 空间 是 二 维 的 ， 
而 根据 这 两 个 变量 之 间 的 关系 所 绘制 出 的 形状 则 是 一 条 曲线 。 特 别 地 ， 
我 们 可 以 将 下 面 这 两 个 对 应 关系 当成 条 目 加 入 我 们 的 词典 : 


平面 上 的 直线 Ax+By=C 
I? 下 vy Sy | 


事实 上 ， 这 里 也 有 一 些 细节 需要 我 们 注意 。 当 我 们 在 形状 和 方程 之 间 来 
回转 换 时 ， 总 是 会 有 一 些 东西 潜伏 在 幕后 一 一 那 就 是 坐标 系 。 比 如 ， 
(无论 出 于 什么 原因 ) 如 果 你 没有 将 圆 的 圆心 选 为 坐标 系 的 原点 而 是 选 
择 了 为 外 一 点 ， 而 且 你 所 选择 的 单位 长 度 也 不 是 圆 的 半径 而 是 其 他 长 
度 ， 那 么 方程 ”+ Y=! 束 不 再 是 前 面 我 们 所 讨论 的 圆 的 正确 搬 述 。 


以 点 (ob) 为 圆心 、r 为 半径 的 圆 ， 其 方程 是 什么 ? 


简单 的 方程 与 简单 的 形状 对 应 ， 这 一 发 现 可 以 说 是 这 一 时 期 〈 十 七 世纪 
初叶 ) 最 美妙 的 及 现 之 一 。 最 简单 的 天 系 等 式 ， 指 的 是 那些 不 涉及 变量 
之 间 的 相 乘 ， 只 涉及 变量 与 常量 的 相 加 和 相 乘 。 在 二 维 的 情况 下 ， 这 类 
关系 等 式 通 第 部 是 Ax + By = C 这 样 的 形式 ， 与 直线 相对 应 。“〈 由 于 这 个 
原因 ， 这 样 的 方程 通常 被 称 为 线性 方程 。) 在 三 维 的 情况 下 ， 变 量 会 增 
加 一 个 ， 相 应 的 关系 等 式 会 变 成 Ax + By + Cz = D 这 样 的 形式 ， 这 种 形 
式 的 关系 等 式 所 对 应 的 图 像 (或 形状 ) 则 是 空间 中 的 平面 。 


为 什么 方程 Ax + By + Cz =DD 描述 的 是 空间 中 的 平面 ? 
更 复杂 一 些 的 方程 则 会 涉及 变量 的 相 乘 ， 其 中 最 简单 的 要 算 x 或 xy 这 样 


的 二 次 乘积 了 。 圆 Z +y = 1 就 是 一 个 这 样 的 二 次 方程 ，y = 7 这样 的 平 
方 关 系 也 是 一 个 二 次 方程 ， 它 所 对 应 的 形状 则 是 抛物 线 。 




















为 什么 y = 工 这 个 方程 描述 的 是 一 个 抛物 线 ? 这 个 抛物 线 的 焦点 和 准 线 
又 分 别 在 哪里 ? 


事实 上 ， 任 何 形 如 4z + Bzy+ Cy + Dr+BEy= 开 这 样 的 二 次 方程 ， 其 
所 对 应 的 形状 总 会 是 圆锥 曲线 。 也 融 是 说 ， 我 们 称 为 圆锥 曲线 的 这 一 类 
曲线 与 拥有 两 个 变量 的 所 有 二 次 方程 的 集合 完全 对 应 。 换 句 话 说， 最 简 
单 的 非 线性 曲线 与 最 简单 的 非 线性 方程 对 应 。 因 此 ， 现 在 我 们 可 以 将 下 
面 这 个 词 条 加 入 词典 : 





圆锥 曲线 。 二 次 方程 


实际 上 ， 这 里 还 存在 一 个 小 的 技术 性 问题 ， 那 就 是 有 一 些 二 次 方程 (如 
安 一 4 = 0) 所 对 应 的 形状 事实 上 并 不 是 圆锥 曲线 ， 一 般 称 它们 所 对 应 
的 形状 为 退化 的 圆锥 曲线 〈 举 的 这 个 例子 所 对 应 的 是 两 条 相交 的 直 
线 ) 。 因 此 ， 这 个 对 应 关系 也 有 一 些 细节 需要 我 们 注意 。 


二 次 方程 的 系数 4A,B,.F 怎样 决定 了 二 次 方程 描述 的 是 哪 一 种 圆锥 曲 
线 〈 是 覃 圆 、 抛 物 线 ， 还 是 双 曲 线 ) ? 


什么 时 候 二 次 方程 所 对 应 的 曲线 会 退化 ? 退化 的 圆锥 曲线 又 有 几 种 类 





型 ? 
那么 像 六 = +1 这 样 的 三 次 方程 ， 其 情况 又 是 怎样 的 呢 ? 它 会 对 应 什 


么 样 的 曲线 呢 ? 








结 末 表明 ， 它 所 对 应 的 是 一 种 新 形状 ， 它 并 不 古 圆 、 圆 锥 曲线 、 摆 线 、 


螺 线 或 者 我 们 已 知 的 曲线 中 的 任何 一 种 。 它 就 是 “Vy = 7 + ]! 所 对 应 的 形 
状 >”， 而 且 这 惑 是 我 们 所 能 够 拥有 的 最 简单 的 描述 了 。 这 就 是 前 面 我 所 
说 的 我 们 又 有 了 很 多 新 的 形状 的 含义 。 你 所 写 下 的 任何 关系 等 式 都 会 与 
菏 种 形状 对 应 ， 除 了 那些 最 简单 的 是 我 们 已 知 的 ， 其 他 的 都 是 全 新 的 形 
状 。 这 就 是 代数 的 表达 能 我 们 在 纸 上 写 上 一 行 天 系 等 式 束 能 够 创 
造 出 一 种 形状 。 通 过 代数 ， 现 在 我 们 拥有 了 无 穷 多 的 新 形状 。 








抛物 线 底 部 所 能 够 包含 的 最 大 的 加 有 多 大 ? 
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好 了 ， 既 然 我们 已 经 解决 了 运动 的 描述 问题 〈 全 少 在 我 们 现在 有 了 一 种 
通用 的 描述 语言 这 个 意义 上 ) ， 那 我 们 就 开始 度量 吧 。 


那么 对 于 运动 ， 我 们 要 度量 什么 呢 ? 对 一 个 点 的 坐标 的 描述 能 够 告诉 我 
们 某 一 时 刻 这 个 点 的 位 置 。 像 “在 这 个 这 个 时 间 运 动 的 点 在 什么 位 置 ?或 
者 “什么 时 间 点 在 这 个 位 置 > 这 样 的 问题 ， 我 们 都 可 以 直接 从 描述 运动 的 
方程 中 得 出 答案 。 这 一 类 的 问题 归结 起 来 就 是 对 相应 的 方程 进行 整理 和 
求解 一 一 换 句 话说 ， 就 是 对 方程 进行 一 些 代数 运算 。 我 们 有 可 能 会 在 整 
理 和 求解 方程 的 过 程 中 遇 到 一 些 困 难 ， 但 它 却 并 不 会 带 来 一 些 特别 深奥 
的 理论 问题 。 


更 有 意思 的 则 是 这 样 一 些 问题 ,物体 运动 的 速率 有 多 快 ? 运动 的 路 程 有 
多 远 ? 显然 ， 这 两 个 问题 是 相关 的 ， 物 体 运动 的 路 程 有 多 远 在 很 大 程度 
上 是 取决 于 运动 的 速率 的 。 因 此 ， 关 于 运动 的 第 一 个 真正 有 意思 的 问 
题 ， 就 是 对 运动 速率 的 度量 。 


假设 我 们 有 这 样 一 组 华 标 方程 ， 它 描述 的 是 一 个 点 的 运动 ， 那 么 我 们 怎 
样 才能 够 知道 这 一 点 的 运动 速率 呢 ? 既然 整个 运动 都 完全 由 这 组 数值 天 
系 〈 也 就 是 坐标 取决 于 时 间 的 方式 ) 精确 地 确定 ， 那 么 运动 速率 的 信息 
肯定 也 包 合 在 这 组 方程 中 。 可 是 我 们 怎样 才能 够 从 中 得 到 速率 的 信息 
呢 ? 


让 我 们 从 最 简单 的 情况 ， 即 一 维 空间 中 的 匀速 直线 运动 ， 开 始 我 们 的 讨 
论 吧 。【〔 我 想 真 正 最 简单 的 情况 应 该 是 完全 静止 不 动 ， 不 过 讨论 这 种 情 
况 肯 定 不 会 太 令 人 兴奋 。) 这 里 ， 我 们 可 以 用 像 p = 3t+ 2 这 样 简单 的 方 
程 来 描述 正在 讨论 的 运动 (与 往常 一 样 ， 其 中 的 p 表示 位 置信 息 ， 而 t 

则 表示 时 间 举 标 ) 。 有 基体 到 这 个 例子 ， 我 们 可 以 很 容易 得 出 速率 的 信 

息 : 该 点 〈 向 前 ) 运动 的 速率 为 3〈 单 位 空间 /单位 时 间 ) 。 换 名 话说， 

运动 的 速率 只 不 过 是 时 间 的 系数 ， 即 与 ! 相 乘 的 因子 。 因 此 ， 对 于 任意 
0 
速率 为 A。 


如 果 运 动 方程 中 时 间 的 系数 是 负数 或 者 为 0， 又 会 发 生 什么 情况 ? 

































































当然 ， 所 有 这 些 都 非常 依赖 于 我 们 所 建立 的 坐标 系 。 如 果 我 们 能 够 调转 
一 下 方向 ， 再 调整 一 下 单位 或 者 移动 一 下 原点 ， 那 么 我 们 总 可 以 将 任意 
的 匀速 直线 运动 重新 表示 为 p = t， 这 样 运动 的 速率 就 会 等 于 1。 (或 
者 ， 我 们 也 可 以 重新 调整 时 钟 的 快慢 使 得 运动 的 速率 为 单位 速率 。 ) 在 
进行 度量 时 ， 我 们 总 是 会 遇 到 这 样 的 问题 ， 所 有 的 值 都 是 相对 的 ， 速 率 
也 不 例外 。 绝对 的 速率 其 实 是 不 存在 的 ， 存在 的 只 是 相对 的 速率 。p = 
3t + 2 这 个 运动 的 速率 为 3， 当 我 们 这 样 表 达 时 ， 其 实 无 论 是 对 运动 的 描 
述 还 是 对 速率 的 描述 ， 都 取决 于 我 们 对 坐标 系 的 单位 的 选择 。 (还 有 一 
种 更 抽象 因此 也 更 简单 的 思路 ， 就 是 将 时 间 和 空间 完全 忘掉 ， 只 是 将 方 
程 p = 3t + 2 看 成 是 p 和 + 这 两 个 变量 之 间 所 具有 的 关系 。 这 里 并 没有 什 
么 单位 ， 有 的 只 是 数值 。 这 样 ， 我 们 不 可 以 说 p 的 运动 速率 是 ! 的 三 
倍 。) 总 之 ， 无 论 你 想 怎么 认为 ， 这 里 关键 的 一 点 是 : 对 于 匀速 直线 运 
动 ， 我 们 可 以 很 容易 从 运动 的 方程 中 得 到 运动 的 速 束 率 ， 其 实 它 一 直 就 在 
那儿 静 静 地 待 着 。 


还 有 为 外 一 种 观点 。 我 们 首先 来 看 看 什么 是 时 空 图 。 









































从 时 空 坐 标 系 中 看 ， 勺 速 直 线 运动 吏 是 一 条 直线 ， 而 运动 的 速率 则 似乎 
古 直 线 的 和 斜率。 也 束 是 说 ， 如 果 运 动 的 速率 为 3， 那 束 表 示 相 应 的 直线 
以 3:1 的 比例 倾斜 《这 里 我 们 假定 使 用 同样 的 长 度 来 表示 单位 时 间 和 单 
位 空间 ) 。 因 此 ， 至 少 对 于 一 维 的 匀速 运动 来 说 ， 情 况 还 是 很 简单 的 : 
我 们 可 以 很 容易 地 从 方程 中 得 到 速率 ， 而 且 速 率 在 时 空 图 中 也 有 一 个 很 
目 然 的 几何 表示 斜率) 。 那 么 更 一 般 的 运动 义 会 是 什么 情况 呢 ? 


0 在 更 遍 维 的 空间 中 运动 ， 那 么 我 们 所 讨论 的 问题 束 会 变 得 复 
。 假 设 有 这 样 一 个 在 三 维 空间 中 运动 的 点 ， 它 正治 着 茶 个 固定 的 方 辐 











当然 ， 如 条 关注 的 只 是 这 个 点 ， 我 们 就 可 以 简单 地 将 这 一 点 的 运动 路 径 
拿 出 来 单独 研究 ， 这 样 就 可 以 将 这 个 点 的 运动 看 成 是 一 维 的 。 不 过 一 般 
情况 下 (通常 这 是 最 好 的 工作 方式 ) ， 我 们 可 能 会 需要 一 个 三 维 的 外 转 
空间 。 比 如 ， 我 们 的 视野 中 可 能 还 有 其 他 运动 的 点 。 


这 样 一 个 运动 ， 它 的 方程 会 是 什么 样 的 呢 ? 思考 这 个 问题 ， 最 简单 的 方 
法 就 是 使 用 向 量 来 描述 运动 。 

















与 通常 一 样 ， 我 们 用 p 来 表示 这 个 运动 的 点 的 位 置 所 对 应 的 癌 量 ， 因 
此 P 以 茶 种 方式 取决 于 时 间 t。 利 用 前 面 的 方法 ， 我 们 也 可 以 将 这 个 向 量 
分 解 为 几 个 更 简单 的 风量 〈《 随 判 时间 的 推移 ， 该 问 量 会 以 一 种 微妙 的 方 





式 一 会 儿 变 长 ， 一 会 儿 变 短 ， 并 可 能 随时 改变 方向 ) 。 回 量 p 的 第 一 个 
分 量 ， 就 是 运动 的 起 始 位 置 所 对 应 的 问 量 ， 也 就 是 从 原点 指 同 时 间 t= 0 
时 运动 的 点 所 在 的 位 置 的 向 量 。 这 个 同 量 通常 写 为 Ppp， 表示 的 是 时 间 为 
0 时 向量 p 的 值 。p 的 力 一 个 分 量 ， 则 是 从 起 始 位 置 指 向 运动 的 点 当前 位 
置 的 向 量 。 值 得 注意 的 是 ， 这 个 分 量 的 方向 就 是 这 一 点 运动 的 方 同 ; 而 
且 既 然 运动 是 飞速 的 ， 那 么 这 个 分 量 的 长 度 也 会 以 勺 速 的 速率 在 增长 。 
这 就 意味 着 ， 这 个 分 量 肯 定 是 rw 这 样 的 形式 ， 其 中 v 是 茶 个 固定 的 同 
量 。 将 这 两 个 分 量 相 加 ， 我 们 束 得 到 了 如 下 的 等 式 : 了 = Po 二 如， 空间 
中 任意 一 个 勺 速 直 线 运 动 所 对 应 的 问 量 都 必然 是 这 样 的 形式 。 


通过 这 个 等 式 ， 我 们 知道 : 当时 间 t= 0 时 ，P = po， 即 运动 的 起 始 位 
置 。 随 着 时 间 的 推移 ， 这 一 点 的 位 置 一 直 在 改变 ， 因 此 每 一 秒 钟 〈 或 者 
随便 你 想 怎么 称呼 你 的 单位 时 间 ) 这 一 点 都 会 按 同 量 y 进行 位 移 。 这 说 
明 向 量 v 不 仪 包含 运动 的 方 同 信息 ， 同 时 也 还 包含 速率 信息 。 事 实 上 ， 
速率 就 是 问 量 v 的 长 度 ， 因 为 它 就 是 这 一 点 每 秒 所 运动 的 距离 。 因 此 ， 
我 们 可 以 看 出 ， 在 更 高 维 的 空间 中 ， 最 好 是 将 速率 和 方 癌 放 在 一 起 当成 
一 个 向 量 考 虑 ， 这 一 辐 量 我 们 称 为 运动 的 速度 。 在 一 维 的 情况 下 ， 速 
度 只 是 一 个 单一 的 数值 ， 它 的 正 负 号 则 包含 了 运动 的 方 则 信息。) 值得 
注意 的 是 ， 在 一 维 的 环境 下 ， 速 度 作 为 时 间 的 《 回 量 ) 系数 很 容易 从 运 
动 的 方程 中 得 到 。 


如 果 愿 意 ， 我 们 可 以 将 任意 的 向 量 重新 表示 为 一 组 坐标 的 方程 ， 例 如 下 
面 这 样 一 组 方程 : 






























































z 二 一 t. 


它 就 与 向 量 P = m 十 如 对 应 ， 其 中 mo = 2u 一 ww， 或 者 说 点 (2,-1,0)， 而 
"= 3U1 十 2u2 一 U3， 或 者 说 点 (3,2,-1)。 更 简洁 一 些 ， 我 们 可 以 这 样 表 


个 : 

p= (2, 10 2=1y 
无 论 用 哪 一 种 方式 ， 我 们 都 得 到 了 速度 为 (3,2,-1) 的 线性 运动 在 三 维 空间 
中 的 表示 。 这 一 运动 的 速率 就 是 速度 的 长 度 或 者 说 模 ， 运用 毕 达 哥 拉 
斯 定理 ) 我 们 可 以 求 出 其 值 为 v14。 











从 中 我 们 可 以 看 出 ， 维 度 的 问题 算 不 上 有 是 真正 的 问题 ， 处 理 更 遍 维 空间 
时 ， 只 有 下 面 这 两 个 变化 : 一 是 我 们 处 理 的 方程 由 一 个 变 成 了 几 个 《也 
可 以 这 样 说 ， 由 数值 变 成 了 向 量 ) ， 二 是 我 们 需要 将 速率 和 方向 放 在 一 
起 当成 一 个 向 量 即 速度 来 处 理 。 当 然 ， 三 维 空间 并 没有 什么 特殊 之 处 ， 
同样 的 结论 对 于 任意 维 空间 中 的 运动 也 是 成 立 的 。 


et 
4 二 Wtw。 请 问 当 同 量 po 、qo、v 和 w 满足 什么 条 件 时 ， 这 两 个 运 
动 的 号 关 然 相 挤 。 


大 部 分 运动 并 不 是 匀速 的 ， 这 才 是 真正 的 问题 。 一 般 来 说 ， 扣 并 不 会 在 
全 动 时 保 近 匀 建 区 过 束 率 ， 其 速率 第 第 是 一 会 儿 快 一 会 儿 慢 ， 而 且 其 运动 
方向 也 会 经 常 改变 。 换 句 话 说 ， 速 有 度 疝 量 本 号 也 取决 于 时 间 。 


要 男 出 速度 癌 量 ， 通 向 的 做 法 是 将 速度 同 量 想象 成 位 于 运动 路 径 每 个 点 
上 的 箭头 。 






































上 图 所 示 的 是 平面 上 的 运动 ， 速 度 箭头 癌 我 们 表明 : 运动 的 这 一 点 开始 
时 在 加 速 ， 接 着 又 在 减速 。 值 得 注意 的 是 ， 既 然 速度 向 量 指向 的 总 是 运 
动 的 方向 ， 那 么 这 些 箭 头 必然 总 是 与 运动 的 路 径 相 切 。 我 还 喜欢 认为 运 
动 的 这 一 点 是 一 辆 很 小 的 装 上 了 速度 计 与 指南 针 的 汽车 。 这 样 ， 每 一 个 
时 刻 ， 有 了 这 两 个 仪器 ， 我 们 也 束 知 道 了 运动 的 速度 〈 比 如 以 40 英 里 每 
小 时 朝 西 北方 向 运动 ) 。 


因此 ， 我 们 遇 到 的 基本 问题 是 : 给 定 一 个 运动 〈 也 就 是 知道 了 位 置 问 量 
如 何 随时 间 而 变化 ) ， 怎 样 才能 够 确定 它 的 速度 〈 这 同样 也 是 一 个 随时 
间 而 变化 的 向 量 〉。 所 有 运动 的 度量 都 可 以 归 纪 埋 到 这 个 基本 的 问题 上 ， 

即 如 何 将 一 个 (关于 位 置 的 ) 向 量 方程 转化 为 男 一 个 (关于 速度 的 ) 向 


量 方程 。 


























对 于 匀速 圆周 运动 来 说 ， 其 运动 的 速度 是 多 少 ? 


14 


好 了 ， 现 在 我 们 知道 想 要 度量 什么 了 。 不 过 ， 我 们 要 怎样 进行 度量 呢 ? 
己 知 运动 的 点 的 位 置 癌 量 为 p， 我 们 想 要 弄 清楚 的 则 是 这 一 运动 的 速度 
(通常 用 DP 表示 〉 。 例 如 ， 如 果 疝 量 P = 并- 1 表示 的 是 一 维 空间 中 的 运 
动 ， 那 么 这 一 运动 的 速度 ? = 2 为 常量 ) 。 当 然 ， 一 般 情况 下 ， 问 题 并 
不 会 这 么 简单 。 如 采 运 动 的 这 一 点 以 比较 复杂 的 方式 运动 ， 因 而 这 一 操 
的 位 置 问 量 也 变 得 比较 复杂 时 ， 这 时 我 们 怎样 利用 对 位 置 问 量 的 描述 来 
获得 速度 的 信息 并 不 是 显而易见 的 。 


























头 
证 我 们 从 一 维 的 情形 开始 。 设 想 有 一 个 点 以 茶 种 复杂 的 方式 沿 直 线 运 
动 ， 其 时 空 几 看 起 来 可 能 是 下 图 这 个 样子 。 


铅 
要 








时 间 


前 面 ， 我 们 已 经 知道 ， 对 匀速 运动 来 说 ， 可 以 将 其 速度 看 成 是 时 空 曲 线 
的 斜率 当然， 其 时 空 曲 线 肯 定 古 一 条 直线 ) 。 芯 陡 死 :牛顿 深刻 地 洞 
宗 到 ， 这 一 结论 对 于 任何 运动 都 是 成 立 的 。 更 准确 地 说 ， 和 牛顿 认识 到 ， 
时 空 曲线 上 菏 一 点 处 的 切线 的 斜率 正好 是 运动 在 那个 精确 瞬间 的 速度 的 











几何 表示 。 形 状 和 运动 之 间 还 有 这 样 的 联系 ， 这 真美 妙 啊 ! 十 七 世纪 的 
速度 问题 原来 等 同 于 寻找 平面 上 曲线 的 切线 这 一 经 典 的 古 希 腊 数 学 问 


匮 。 


如 果 愿 意 ， 你 可 以 设想 时 空 曲 线 上 的 每 一 个 点 都 随 里 带 着 这 一 点 处 的 切 
线 。 当 运动 的 这 一 点 加 速 时 ， 切 线 会 变 得 更 加 倾斜 ， 而 当 这 一 点 减速 
时 ， 切 线 则 会 变 得 平缓 ， 而 如 果 这 一 点 开始 往 回 运动 ， 则 切线 会 往 下 倾 
和 疼 。 需 要 注意 的 是 ， 在 这 一 点 调转 运动 方 加 的 那 一 时 刻 ， 其 速度 正好 为 
0。 此 时 ， 这 一 点 处 的 切线 则 是 水 平 的 。 











名 
权 


时 间 


这 意味 着 ， 在 那个 确切 的 瞬间 ， 这 一 点 既 不 辐 前 运动 ， 也 不 向 后 运动 。 
当 你 在 空中 向 上 扔 一 个 球 时 ， 这 个 球 会 先 铝 上 运动 然后 再 落下 来 大 家 
都 这 么 说 ) ， 但 是 有 一 个 瞬间 这 个 球 是 “ 巷 ” 在 空中 的 。〈 当 然 ， 这 里 我 
们 讨论 的 是 想象 中 的 理想 化 的 运动 。 至 于 这 个 球 真 实 的 运动 情况 是 怎样 
的 ， 估 计 没 有 人 说 得 准 。) 


如 果 运 动 的 点 既 不 停止 运动 也 不 改变 运动 方向 ， 那 么 这 一 点 的 运动 速 
度 有 可 能 会 变 为 0 吗 ? 


牛顿 的 这 一 思想 引发 了 不 同 的 反应 : 一 些 人 认为 切线 的 斜率 等 于 速度 这 
一 结论 显然 是 成 立 的 ， 另 外 一 些 人 则 认为 这 一 结论 宣 无 道理 可 言 。 事 实 
上 ， 有 一 些 人 根本 就 怀疑 是 否 真 的 存在 瞬时 速度 。 运 动 的 物体 怎么 可 能 
会 在 某 一 个 确切 的 瞬间 有 速度 ?如 果 时 间 停 止 了 ， 难 道 速 度 还 有 意义 
吗 ? 当然 ， 我 们 并 没有 真 的 停止 时 间 ， 我 们 只 是 选择 了 一 个 时 间 。 (我 
肯定 你 也 能 够 想象 得 到 接 下 来 发 生 的 哲学 纷争 和 宗教 纷争 ， 其 中 最 著名 
1 0 
帆 。 ) 


也 许 ， 最 简单 的 方法 融 是 将 瞬时 速度 〈 荣 个 确切 瞬间 的 速率 与 方向 ) 当 























成 一 个 直观 清晰 的 概念 “ 惑 像 曲 线 的 长 度 这 样 的 概念 ) ， 并 将 它 的 切线 
解释 作为 度量 它 的 方法 。 我 们 甚至 可 以 通过 将 瞬时 速度 定义 为 切线 的 斜 
率 来 回答 任何 哲学 上 的 疑虑 。 


牛顿 的 这 一 思想 使 得 我 们 可 以 用 几何 方法 来 重新 诠释 我 们 所 遇 到 的 问 
题 : 我 们 怎样 才能 够 度量 给 定 的 曲线 在 某 个 给 定点 的 斜率 呢 ? 








更 准确 地 说 ， 设 想 我 们 有 一 个 如 下 形式 的 方程 ， 位 置 癌 量 p 等 于 东 个 涉 
及 时 间 t 的 表达 式 。 这 个 方程 决定 了 运动 的 时 空 曲 线 ， 如 宋 我 们 选择 某 
一 个 特定 的 时 刻 t， 我 们 可 以 问 此 时 时 空 曲线 的 切线 的 斜率 是 多 少 。 不 
过 ， 我 们 怎样 才能 够 从 方程 中 得 到 这 一 信息 呢 ? 采 用 什么 样 的 方法 ， 我 
们 就 能 够 将 “曲线 的 切线 ?这 一 几何 思路 用 变量 和 方程 这 样 的 方式 表示 出 
来 呢 ? 而 这 正 是 牛顿 所 解决 的 问题 。 


解决 这 一 问题 的 思路 是 使 用 穷竭 法 。 通 过 一 个 无 穷 的 近似 序列 ， 我 们 就 
能 够 得 到 真正 的 切线 。 具 体 地 说 ， 我 们 可 以 选取 与 曲线 上 一 点 邻近 的 
点 ， 然 后 再 连接 这 两 点 ， 这 样 我 们 就 可 以 近似 地 得 到 曲线 在 这 一 点 处 的 
切线 。 

















当然 ， 连 接 这 两 点 的 直线 的 斜率 并 不 会 很 准确 (这 也 正 是 近似 的 含 
义 ) ， 但 当 我 们 移动 邻近 的 点 使 它 与 曲线 上 的 这 一 点 越 来 越 接 近 时 ， 这 
两 点 连 线 的 斜率 与 我 们 所 要 求 的 斜率 的 近似 程度 也 会 变 得 越 来 越 高 。 








因此 ， 我 们 能 够 通过 这 些 近 似 的 直线 得 到 这 一 点 处 的 切线 的 真正 斜率 
一 一 如 果 这 些 直 线 的 冬 率 有 某 种 模式 的 话 。 自 然 了 ， 和 斜 京 的 模式 肯定 来 
自 于 曲线 本 号 ， 也 就 是 说 ， 来 自 于 曲线 的 方程 。 


当然 ， 古 希腊 的 几何 学 家 是 知道 切线 问题 可 以 用 这 种 方法 处 理 的 ， 这 里 
的 新 思想 则 是 ， 将 这 种 处 理 方法 与 笛 卡 尔 的 坐标 法 结合 起 来 使 用 。 在 处 
人 
法: 











时 间 


现在 稍 晚 


如 果 我 们 选择 某 个 特定 的 时 刻 ， 并 称 之 为 “现在 ”然后 我 们 再 选择 一 个 
很 接近 的 时 刻 ， 比 如 说 稍微 上 晚 一 些 的 时 刻 ， 接 着 连 接 这 两 个 点 ， 这 样 我 
们 就 可 以 用 计算 出 的 这 两 点 连 线 的 斜率 〈 即 速度 的 近似 值 》 来 近似 “ 现 
在 ”这 个 时 刻 的 斜率 (也 就 是 此 时 的 速度 )。 如 果 坟 运 的 话 我 们 往往 
都 是 冬运 的 ) ， 随 着 “ 稍 晚 * 这 个 时 间 点 越 来 越 接 近 “ 现 在 ?这 个 时 间 点 ， 

也 就 是 两 者 之 间 的 时 间 差 逐渐 缩小 为 0， 两 点 连 线 的 斜率 就 会 呈现 出 茶 
种 模式 来 。 如 果 我 们 很 联 明 的 话 ( 我 们 往往 都 很 聪明 〉， 我 们 就 能 够 看 
出 这 个 模式 并 知道 斜率 最 终 的 取 值 。 我 们 就 是 这 样 得 到 准确 速度 的 。 


这 一 过 程 听 起 来 是 否 不 切实 际 呢 ? 的 确 ， 这 一 求解 速度 的 过 程 在 很 多 情 
况 下 都 可 能 会 出 错 。 比 如 ， 要 是 我 们 计算 不 出 速度 的 近似 值 呢 ? 或 者 这 
些 速度 的 近似 值 并 没有 什么 模式 可 言 呢 ? 又 或 者 即使 这 些 速度 真 的 有 模 
式 ， 但 发 现 其 中 的 模式 对 我 们 来 说 太 难 了 呢 ? 


好 在 ， 结 果 表 明 ， 第 一 个 疑问 根本 就 算 不 上 古 问题 。 速 上 度 的 近似 值 〈 如 
果 你 更 习惯 称 之 为 斜率 ， 也 可 以 〉 只 是 位 置 的 变化 与 时 间 的 变化 之 比 ， 
印 





二 度 的 近似 值 = P( 和 晚 )- p( 现 在 ) 
计谋 的 放 俐 相生 星 )_+#G 凡 在 ) 


因此 ， 如 果 知 道 了 两 个 点 的 时 间 坐 标 和 位 置 坐标 ， 要 计算 出 这 两 点 连 线 
的 斜率 就 是 一 件 很 容易 的 事情 了 。 这 里 的 难点 在 于 ， 怎 样 才能 够 求 出 这 
些 近 似 值 的 最 终 取 值 。 


让 我 们 来 看 一 个 例子 ， 假 设 我 们 有 其 方程 为 p = t “这 样 一 个 运动 ( 即 最 
0 
动 的 速度 。 





1 1 


换 句 话说 ， 我 们 想 要 计算 的 是 运动 的 时 空 曲线 (碰巧 是 一 条 抛物 线 ) 在 
点 (1,1) 处 的 斜率 。 在 这 个 例子 中 ,，“ 现 在 ”是 t= 1 这 个 时 刻 ， 稍 晚 一 点 的 
时 刻 则 是 t= 1+o， 其 中 o 是 一 个 特别 小 的 正 数 。 (之 选择 这 个 符号 ， 是 
因为 这 里 面 有 一 个 关于 牛顿 的 小 小 的 玩笑 一 一 他 选择 用 字母 o 表示 一 个 
接近 于 0 的 变量 。 不 过 他 的 批评 者 显然 不 觉得 这 样 的 玩笑 好 笑 ， 贝 克 业 
就 哺 讽 o 为 “消失 的 量 的 幽灵 ”。 ) 








(1 +0) 


Cy 


1 1l+o 


如 果 我 们 将 时 间 为 :时 位 置 p 的 值 写 为 p(t ) (这 已 经 成 为 惯例 ) ， 这 样 位 
置 的 变化 就 简单 地 等 于 


pl(1 十 o) 一 ptl) =(1+o) 一 1， 
而 经 过 的 时 间 则 是 o 本 身 。 因 此 ， 速 度 的 近似 值 为 


(1 十 o)2 一 1 


0 


现在 的 问题 是 ， 当 o 接近 于 0 时 ， 这 个 值 的 最 终 取 值 是 多 少 。 需 要 注意 
的 是 ， 当 o 变 得 越 来 越 小 时 ， 这 个 分 式 的 分 子 和 分 母 都 会 接近 于 0。 本 
质 上 ， 这 里 我 们 正 试 着 通过 一 直 在 变 小 的 一 系列 的 小 三 角形 来 计算 茶 一 
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虽然 这 些 三 角形 本 里 一 直 在 变 小 直到 完全 看 不 见 ， 不 过 它们 的 斜 边 的 斜 
率 却 并 不 是 这 样 : 它 一 直 在 朝 着 真正 的 值 迈 进 ， 也 就 是 我 们 所 要 求 的 速 
度 。 这 里 的 问题 是 ， 怎 样 才 能 够 从 近似 值 的 模式 中 柄 理 出 真正 的 速度 信 
恩 呢 ? 我 们 不 能 够 就 这 样 视 手 劳 观 地 看 着 这 个 分 数 变 成 00， 我 们 需要 
理解 它 是 怎样 变 成 这 个 值 的 。 分 子 接近 0 的 速度 会 是 分 母 的 两 倍 呢 ， 还 
是 分 母 的 一 半 呢 ?这 个 分 数 的 最 终 取 值 久 是 多 少 呢 ?借用 牛顿 的 话 ， 我 
们 想 要 的 既 不 是 这 两 个 量 消失 之 前 的 比值 ， 也 不 是 这 两 个 量 消失 之 后 的 
比值 ， 而 是 它们 刚好 消失 之 时 的 那个 比值 。 


(1 十 o) 一 1 

这 是 我 们 遇 到 的 第 一 个 潜在 的 难题 。 0 ”这 一 分 数 随 着 o 的 变 小 
一 直 在 接近 真正 的 速度 /斜率 ， 而 且 它 肯定 遵循 着 某 种 模式 。 (前 面 我 
已 经 将 它 写 了 下 来 ， 不 是 吗 ? ) 但 问题 是 ， 我 们 是 否 足 够 聪明 能 够 找 出 
这 个 模式 昵 ? 这 里 我 们 遇 到 了 一 个 心理 方面 的 问题 一 这 个 模式 不 是 以 
一 种 我 们 很 容易 看 清 到 底 发 生 了 什么 的 方式 表达 的 。 解 决 的 方案 ， 则 是 
利用 代数 的 方法 重新 整理 这 一 表达 式 。 整 理 之 后 ， 这 个 表达 式 的 内 容 并 
不 会 改变 ， 而 其 形式 则 会 变 得 更 容易 理解 。 这 个 表达 式 整理 起 来 并 不 困 
难 ， 其 整理 过 程 如 下 所 示 : 


1 Wy p; 可 
(1 十 o 星 一 1 2o0 十 oo” 
































一 2 十 o. 





0 0 


现在 ， 这 个 式 子 更 像 是 最 终 的 结果 了 。2 + o 这 样 的 形式 不 仅 看 起 来 更 
简单 ， 同 时 我 们 也 很 容易 看 出 它 最 终 的 取 值 ， 也 就 是 2。 换 句 话说 ， 在 t 
= 1 这 一 时 刻 ， 运 动 的 瞬时 速度 正好 等 于 2。 更 简洁 一 些 ， 我 们 可 以 将 这 
个 结论 表示 为 P(1) = 2。 因 此， 如 果 一 个 点 以 p =t “这样 的 模式 运动 ( 相 





对 于 某 个 特定 的 地 图 与 时 钟 来 说 )， 那 么 在 时 间 t= 1 时 ， 这 个 点 会 以 每 
个 单位 时 间 运 动 两 个 单位 空间 的 速 束 率 向 前 运动 。 或 者 ， 如 果 你 愿意 ， 我 
们 也 可 以 这 样 表达 ， 即 抛物 线 p = +t“ 在 点 (1,1) 处 的 切线 的 斜率 为 >。 至少 
对 这 个 简单 的 例子 来 说 ， 我 们 的 计划 完全 成 功 了 。 


事实 上 ， 我 们 可 以 用 同样 的 方法 计算 出 p = 这 一 运动 在 任意 时 刻 的 速 
度 。 在 任意 时 刻 b， 速度 的 近似 值 为 


{t 十 o)? = 尼 2to 十 o? 





一 2t 十 o. 





0 0 


当 o 接近 于 0 时 ， 很 明显 这 个 速度 的 取 值 会 接近 于 2t。 因 此 ， 我 们 有 
Z = 2 成 立 ， 即 任意 时 刻 这 一 运动 的 速度 都 会 是 时 间 的 值 的 两 倍 ( 认 
与 我 们 认为 这 一 点 应 该 在 加 速 的 直觉 一 致 )。 因 此 ， 我 们 得 出 了 下 面 这 
个 有 关 速 度 的 不 是 那么 明显 的 事实 : 


p=€ 访 p= 2t. 


从 表面 来 看 ， 似 乎 是 我 们 很 笠 运 : 我 们 能 够 重新 整理 这 些 近 似 值 的 表达 
式 ， 这 样 我 们 就 可 以 看 出 它们 的 最 终 取 值 。 难 道 计 算 运 动 速度 的 能 力 必 
然 会 归结 到 掌握 代数 技巧 这 样 的 问题 上 吗 ? 


一 般 来 说 ， 对 于 任意 的 一 维 运动 p(t )〈 无 论 它 对 时 间 的 依赖 是 多 么 复 
杂 ) ， 我 们 都 有 下 面 这 样 的 结论 成 立 : 当 o 接近 于 0 时 ， 


plt + 0o)— p(t) 


0 接近 斤 于 PD( 


这 样 ， 我 们 就 有 了 一 种 根据 运动 本 身 的 模式 p(t ) 来 计算 速度 的 模式 PW 的 
i 能 够 知道 这 些 近 似 值 
最终 取 o 


请 验证 对 于 运动 pt) = At+ B， 我 们 能 够 得 到 预期 的 瞬时 速度 即 
Plt) = A 




















如 果 p(t)= At?+ Bt+C， 那 么 此 运动 的 瞬时 速度 PIW 多 少 ? 如果 
p(t) = 如， 情况 又 会 怎样 ? 
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下 面 ， 让 我 们 和 暂时 把 处 理 的 细节 放 一 放 ， 来 思考 一 下 我 们 完 竟 正 在 做 什 
么 。 和 以 往 一 样 ， 我 们 也 有 三 种 等 价 的 方法 来 考察 目前 的 情况 。 如 果 从 
几何 的 角度 来 看 ， 我 们 感 兴趣 的 对 象 是 曲线 ， 而 我 们 想 要 度量 的 则 是 曲 
线 的 斜率 以 及 它 是 怎样 变化 的 。 如 果 从 运动 的 角度 来 看 ， 我 们 面 对 的 是 
运动 ， 而 我 们 想 要 上 度量 的 则 是 这 一 运动 在 任意 时 刻 的 瞬时 速度 。 如 果 更 
抽象 一 些 ， 我 们 也 可 以 将 这 个 问题 看 成 是 根据 一 个 数值 模式 〈 摘 述 的 是 
某 个 特定 坐标 系 中 的 曲线 或 者 运动 ) 去 求 另外 一 个 数值 模式 〈 也 就 是 曲 
线 的 斜率 或 者 运动 的 速度 ) 。 正 是 由 于 这 个 原因 ， 第 二 个 值 通 第 也 被 称 
为 第 一 个 值 的 导数 。 


假设 我 们 在 时 空 坐 标 系 中 男 出 茶 一 运动 模式 的 图 ， 如 下 图 所 示 : 














现 
| 
时 间 
然后 我 们 再 根据 这 一 运动 在 各 个 时 间 点 的 速度 ， 绘 出 下 面 这 幅 新 的 图 。 
其 
圾 
时 间 


要 注意 的 是 ， 在 这 两 幅 图 中 ， 坐 标的 纵 轴 表示 的 是 两 个 完 le 
， 第 一 幅 图 的 纵 轴 描 述 的 是 一 维 空 zs 间 中 运动 的 点 所 在 位 置 的 坐标 ， 





ci 








第 二 幅 图 的 纵 轴 表示 的 则 是 运动 的 点 可 能 的 速度 ， 男 外 一 个 完全 不 同 的 
对 象 。 我 们 可 以 说 第 一 幅 图 表示 的 古 空间 -时 间 曲 线 ， 而 第 二 幅 图 表示 
的 则 是 速度 -时 间 曲 线 〈 所 以 这 两 者 单位 之 间 的 差别 也 特别 大 〉。 


这 样 ， 我 们 所 要 解决 的 速度 的 问题 就 可 以 归结 为 ， 如 何 将 第 一 幅 图 转化 
为 第 二 幅 图 。 定 性 地 看 ， 既 然 第 二 幅 图 是 由 第 一 幅 图 派生 出 来 的 ， 而 且 
记录 的 是 斜率 ， 由 此 我 们 可 以 得 出 : 当 原 始 曲线 特别 陡峭 时 ， 和 斜率 肯定 
会 取 较 大 的 值 ， 当 原始 曲线 比较 平缓 时 ， 和 斜率 则 取 较 小 的 值 ， 而 当 原 始 
曲线 向 下 倾斜 时 ， 和 斜率 则 会 取 负 值 。 为 了 能 够 更 准确 地 描述 ， 我 们 需要 
有 一 种 方法 ， 它 能 够 根据 数值 模式 p 求 出 其 派生 的 数值 模式 P。 理 论 
上 ， 在 前 一 节 中 我 们 已 经 解决 了 这 个 问题 ， 也 就 是 当 o 接近 于 0 时 ， 


plt+o)— plt) 
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的 取信 就 正好 是 P = 的 的 值 。 唯 一 的 问题 是 ， 我 们 是 个 总 古 能 够 得 到 1 定 
怎样 取决 于 时 间 的 明确 描述 。 比 如 ， 在 前 一 市 中 我 们 看 到 ， 当 P= 二 
时 ， 我 们 可 以 计算 出 P= 2t。 


这 种 抽象 的 观点 ， 能 够 使 我 们 摆脱 任何 几何 的 或 者 机 械 的 俩 见 ， 也 使 得 
我 们 可 以 简单 地 将 这 一 问题 当成 是 怎样 实现 P 悦 P 的 转换 问题 来 研究 。 
这 样 的 转换 从 代数 上 看 起 来 会 是 什么 样子 呢 ? 它 又 有 哪些 特征 呢 ? 当 P 
变 得 越 来 越 复 林 时 (也 就 是 它 取 决 于 时 间 t 的 方式 会 涉及 更 复杂 的 代 
数 ) ， 想 必 P 也 会 变 得 很 复杂 。 但 究竟 会 变 得 多 复杂 呢 ? 
下 面 列 出 了 目前 我 们 已 知 的 一 些 结论 : 

如 果 p 是 常量 ， 则 p=0. 

如 果 p=ct 且 c 是 某 个 常量 ， 则 P=<. 

如 果 P 了 =， 则 P= 2t. 
前 面 两 个 结论 显然 是 成 立 的 ， 毕 竟 P? 表 示 的 运动 的 速度 。 第 三 个 则 是 我 
们 在 前 一 市 中 利用 因 竭 法 计算 出 来 的 。 那 么 如 末 我 们 过 到 了 更 复杂 的 像 
P 三 t 十 3t 一 4 这 样 的 关系 等 式 ， 又 该 怎么 办 昵 ?具体 到 这 个 例子 ， 速 度 
的 近似 值 为 


使 二 如 2 平 3 任 二 二 二 下 一 从 于 和 一 才 
































二 2t 十 3 十 o， 
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与 真正 的 速度 2t + 3 很 接近 。 因 此 ， 我 们 有 下 式 成 立 : 
p=t+3t—4=>S7= 2t+3. 


值得 注意 的 是 ， 如 果 我 们 简单 地 对 组 成 p 的 各 个 部 分 单独 地 求 导 ， 我 们 
也 会 得 出 这 样 的 结果 。 也 就 是 说 ， 如 宁 我 们 认为 忆 是 以 下 三 个 组 成 部 分 
之 和 : t“、3t 和 -4， 然 后 再 对 各 个 部 分 分 别 求 导 ， 我 们 也 能 够 得 到 正确 
的 最 终结 果 。 这 意味 看 求 导 是 一 种 有 着 很 好 性 质 的 操作 ， 用 代数 学 家 的 
话说 就 是 “遵循 加 法 规则 ?”。 这 就 是 说 ， 如 果 一 个 运动 具有 P=a+pb 这 样 
的 形式 ， 其 中 的 a 和 旅 本 身 也 是 运动 模式 〈 即 是 以 茶 种 方式 取决 于 (的 变 
量 ) ， 那 么 下 面 这 个 简单 漂亮 的 结论 成 立 : 








卫生 Q 十 b= 力 二- 太 证 b. 


换 句 话说 ， 和 的 速度 等 于 速度 之 和 。 当 然 ， 我 们 不 能 够 因为 这 个 结论 对 
于 我 们 刚刚 看 到 的 这 个 特殊 例子 成 立 ， 就 认为 这 个 结论 总 是 会 成 并 。 不 
过 ， 这 个 结论 实际 上 是 普遍 成 立 的 ， 这 一 点 也 并 不 难看 出 。 原 因 是 ， 如 
果 p =a+b， 那 么 对 于 任意 时 间 t， 总 有 下 式 成 立 : 


p(t) = alt) + blt). 





特别 地 ， 


plt + 0)— plt) 一 (alt 十 0) 十 b(t 十 0)) 一 (a(t) 十 b(t)) 
= (alt+0)—a(t)) + (b(t + 0)— b(t)). 


换 句 话说 ， 在 较 短 的 时 间 间 隔 内 p 移动 的 距离 等 于 a 移动 的 距离 与 b 移 
动 的 距离 之 和 。 将 等 式 两 边 同 时 除 以 时 间 间 隅 ， 我 们 就 得 到 了 三 者 近似 
速度 之 间 的 关系 ， 即 


plt+0o)— p(t) alt +o)—alt) 





blt + o)— blt) 








0 0 0 


当 0 逼近 0 时 ， 我 们 可 以 看 到 ， 等 式 左边 台 近 P 而 等 式 右边 则 近 & + 7， 
因此 这 两 者 必然 相等 。 当 然 ， 无 论 p 由 多 少 个 部 分 组 成 ， 这 一 结论 都 是 
成 并 的 ， 因 此 我 们 有 


DP=a+b+c+… 池 DP=&+b+e+t+:……: 


假定 p= cg， 其 中 c 是 一 个 常量 ， 请 证 明 = co。 这 一 结论 ， 从 直观 上 
看 是 否 成 立 ? 
到 目前 为 止 ， 我 们 所 考虑 的 都 是 一 维 的 运动 。 那 么 在 更 高 维度 的 情况 


下 ， 这 些 想法 又 会 产生 怎样 的 影响 呢 ? 假定 有 一 个 点 在 三 维 空间 中 以 某 
种 方式 运动 ， 这 一 点 所 在 的 位 置 用 与 时 间 相 关 的 向 量 p 表示 。 


汝 


让 我 们 来 试 一 试 前 面 的 方法 ， 假 定 这 一 点 运动 了 很 短 的 一 段 时 间 o， 这 
样 这 一 点 所 对 应 的 位 置身 量 就 由 当前 的 值 p(t ) 变 为 附近 的 值 p(t + 0)。 













~ Pl+0)-p() 


p(t + oO) 


两 者 之 差 p(t + 0) - p(t ) 仍 然 古 一 个 向 量 ， 也 就 是 从 当前 的 位 置 到 稍 后 一 
点 位 置 的 位 移 。 虽 然 这 一 回 量 的 长 度 很 短 ， 但 其 方 网 却 与 运动 的 方 癌 十 
分 接近 。 换 句 话 说 ， 也 就 是 它 的 方 同 与 时 间 峙 真正 的 速度 方 网 十 分 接 
近 。 人 至 于 它 的 长 度 ， 肯 定 是 接近 于 0 的 ， 不 过 如 果 除 以 o， 那 么 其 结果 肯 
定 古 速率 的 比较 准确 的 近似 值 ， 因 为 p(t + 0) - p(t ) 的 长 度 ( 人 至 少 是 对 于 
像 o 这 样 小 的 值 来 说 ) 与 点 在 这 么 短 的 时 间 间 隔 内 运动 的 距离 基本 相 

等 。《〈 需 要 注意 的 是 ， 除 以 o 并 不 会 改变 方向 ， 改 变 的 只 是 长 度 。) 

















因此 ， 当 o 变 小 接近 于 0 时 ， 速 度 的 近似 值 


plt + 0o)— p(t) 
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不 仪 方 辐 越 来 越 接 近 真 正 速度 的 方向 ， 同 时 其 长 度 也 越 来 越 接 近 真 正 的 
Se 
交 ]j 厅 。 


这 就 意味 着 ， 在 面 对 更 高 维 的 空间 时 ， 我 们 并 不 需要 做 出 任何 重大 的 改 
变 。 同 时 ， 我 们 仍然 可 以 用 同样 的 方式 运用 穷 竟 法。 当然， 在 更 局 维 空 
间 的 情况 下 ， 我 们 可 能 会 遇 到 一 些 计算 方面 《更 不 用 说 概念 方面 ) 的 差 
nn 
一 | 很 和 六 妃 。 


事实 上 ， 这 使 得 我 们 可 以 立即 推广 我 们 前 面 所 得 到 的 速度 相 加 的 结论 : 
如 果 问 量 p = a+ 是 两 个 运动 模式 的 和 《也 就 是 说 ，a 和 b 都 是 取决 于 
时 间 的 向 量 而 p 是 两 者 之 和 ) ， 那 么 仍然 有 P 二 《+9 成 立 ， 而 且 我 们 并 
不 需要 任何 复杂 的 新 解释 ， 这 是 由 于 这 一 结论 只 需要 对 代数 表达 式 进 行 
整理 ， 而 代数 表达 式 的 整理 无 论 是 对 向 量 还 是 对 数值 来 说 都 是 一 样 的 ， 
所 以 同样 的 理由 现在 仍然 成 立 。 由 于 这 是 我 们 得 出 的 关于 运动 最 重要 的 
结论 ， 所 以 我 再 强调 一 裔 和 的 速度 等 于 速度 之 和 。 


在 更 高 维 的 情况 下 ， 我 们 仍然 能 够 由 p = ca 推导 出 P= C4 吗 ? 
直观 上 ， 我 们 可 以 设想 组 成 运动 的 每 个 部 分 都 在 拖 搜 这 一 点 ， 从 而 使 这 


一 点 以 一 定 的 速率 天 某 个 方 癌 运动 ， 因 此 ， 最 终 的 运动 就 是 这 些 单独 的 
拖 搜 同时 作用 的 结果 。 例 如 ， 我 们 可 以 将 螺旋 运动 看 成 是 旋转 (匀速 圆 





























周 ) 运动 与 线性 运动 之 和 。 


-0 


线性 运动 拉 着 这 一 点 以 一 定 的 速率 癌 前 运动 ， 而 圆周 运动 则 推动 这 一 扣 
绕 看 圆 运 动 。 
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正 是 速度 的 加 法 定律 使 得 相对 运动 〈 将 一 个 复杂 的 运动 分 解 为 几 个 简单 
的 运动 之 和 ) ， 成 为 一 个 如 此 强大 的 工具 。 而 如 果 一 个 复杂 运动 的 速度 
不 能 够 很 容易 地 通过 合成 各 个 运动 分 量 的 速度 得 到 ， 那 么 运动 的 分 解 从 
一 开始 就 不 会 有 多 大 的 价值 。 

这 里 我 们 应 用 的 其 实 是 一 种 归 约 策略 (reduction strategy) 。 如 果 我 们 想 
要 理解 一 个 复杂 的 运动 ， 我 们 可 以 寻找 方法 先 将 它 分 解 成 几 个 简单 的 运 
动 ， 然 后 再 单独 研究 这 些 简单 的 运动 。 好 消息 是 《至 少 对 于 速度 来 





说 ) ， 我 们 可 以 很 容易 地 将 各 个 部 分 的 信息 再 次 组 合 到 一 起 。 
平面 上 一 点 的 运动 速率 是 怎样 取决 于 它 的 水 平 速率 与 垂直 速率 的 ? 





16 


现在 ， 让 我 们 看 一 看 能 不 能 用 这 样 的 思路 求 出 摆 线 运动 的 速度 。 在 前 面 
的 章节 中 ， 我 们 已 经 将 摆 线 运动 分 解 为 以 下 三 个 部 分 : 一 个 稼 同 量 、 一 
个 匀速 直线 运动 以 及 一 个 匀速 圆周 运动 。 








不 


1 





因此 ， 我 们 需要 做 的 惑 是 计算 出 这 三 个 运动 各 目的 速度 ， 然 后 再 将 它们 
相 加 。 第 回 量 静止 不 动 ， 因 此 其 运动 速度 为 0〈 即 移动 参考 点 并 不 会 影 
啊 运 动 的 速度 ); 而 匀速 直线 运动 的 速度 则 是 一 个 常 同 量 ， 在 我 们 所 选 
定 的 坐标 系 中 就 是 u1， 也 束 是 第 一 个 方 加 上 的 单位 向 量 。 人 至 于 匀速 圆周 
运动 ， 它 的 速度 也 同样 不 难 求 出 。 














我 们 知道 ， 匀 速 圆周 运动 的 速度 总 是 指向 圆 在 这 一 点 的 切线 方向 ， 因 此 
它 必 然 与 径 向 向 量 垂直 。 既 然 我 们 选择 了 使 得 圆 的 半径 与 运动 的 速率 都 
为 1 这 样 的 单位 ， 因 此 速度 与 径 向 向 量 的 长 度 都 等 于 单位 长 度 。 同 时 ， 

径 向 向 量 的 起 点 为 圆周 上 最 下 面 的 一 点 〈 也 就 是 当时 间 t= 0 时 ， 径 向 向 
量 等 于 -uz) ， 并 且 它 沿 顺 时 针 方 向 旋转 ， 因 此 我 们 可 以 求 出 它 的 坐标 
为 一 sinbu + (cos)juz， 更 简单 一 些 的 话 ， 我 们 也 可 以 写作 

(sint, 一 cos 力 。 那 么 ， 我 们 所 要 求 的 这 个 速度 对 应 的 坐标 又 是 多 少 呢 ? 
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再 要 注意 的 是 ， 当 平面 上 两 个 癌 量 相互 垂直 时 ， 这 两 个 同 量 的 坐标 都 会 
与 问 量 本 刁 形 成 一 个 小 直角 三 角形 一 一 只 不 过 其 中 一 个 三 角形 的 上 面 会 
古 号 一 个 的 侧面 《而 且 方 癌 也 翻转 了 过 来 ) 。 更 准确 地 说 ， 如 果 一 个 加 
量 所 对 应 的 坐标 为 (x,y )， 那 么 顺 时 针 旋 转 《〈《 也 就 是 从 坐标 系 的 第 二 个 
方 回 朝 第 一 个 方向 旋转 〉 四 分 之 一 圆周 后 ， 该 回 量 所 对 应 的 新 坐标 为 (y， 


-X )。 











如 果 是 逆 时 针 旋 转 四 分 之 一 圆周 ， 情 况 又 会 怎样 呢 ? 


这 就 意味 着 (以 圆周 上 最 下 面 的 点 为 起 点 、 沿 顺 时 针 方向 的 ) 匀速 圆周 
运动 的 速度 的 坐标 必然 是 (一 cost, sin 妇 。 此 外 ， 观 察 到 这 一 速度 本 里 也 在 
做 以 点 (-1,0) 为 起 点 、 顺 时 针 方 回 的 匀速 圆周 运动 ， 我 们 也 能 够 得 出 这 
个 结论 。 无 论 如 何 ， 现 在 我 们 可 以 将 这 三 个 分 运动 合成 起 来 了 ， 即 


p= 常 向 量 + 线性 运动 + 圆周 运动 


二 U2 十 tul 十 (一 sint)ui 十 (一 cost)us. 











因此 ， 我 们 有 下 式 成 立 : 
P=0+u+t (mcost)u +t (sint)us. 


其 中 等 式 的 右边 也 可 以 简写 为 (1 - cost ,sint )。 至 此 ， 我 们 终于 知道 了 这 
个 运动 的 点 在 任意 时 刻 的 准确 速度 了 。 特 别 地 ， 时 间 t 时 这 一 点 的 速率 
则 可 以 通过 下 面 这 个 公式 算出 : 





/, _ > ,9 pr 
V (1 — cost)}*:+sin“t= V2— 2cost. 


这 里 ， 我 使 用 了 人 们 习惯 使 用 的 缩写 sin?t 代 蔡 了 繁琐 的 (sin)”。 





下 面 ， 让 我 们 来 看 一 看 这 一 运动 过 程 的 某 些 特殊 时 刻 。 
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当时 间 t= r 时 ， 即 运动 的 点 到 达 了 滚动 的 圆 盘 的 最 高 点 时 ， 这 一 点 的 位 
置 向 量 p = (02)， 而 此 时 的 速度 〈 根 据 前 面 我 们 得 出 的 公式 ) P= (2,0)， 
这 说 明 这 一 点 正在 以 2 的 速率 向 前 运动 ， 也 就 是 圆 盘 圆 心 的 运动 速率 的 
两 倍 。 另 外 值得 注意 的 是 ， 当 时 间 t= 0 时 (或 者 等 于 2x、4n 这 样 的 周 角 
的 倍数 时 ) ， 运 动 的 速度 为 0。 在 这 些 时 刻 ， 这 一 点 正在 调转 运动 方 


向 ， 因 此 也 就 < 暂停 * 了 下 来 。 最 后 ， 当 时 间 ' 3 时 〈 也 就 是 第 一 圈 旋转 
(了 V3、 

到 六 分 之 一 时 ) ， 我 人 有? rt 这 说 明 这 一 点 正在 以 3 的 角度 向 

前 上 方 运动 ， 并 且 这 A 东 率 正好 为 1。 
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和 
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理解 这 一 速度 ， 还 有 男 外 一 种 方法 ， 那 就 是 喜 掉 坐标 ， 直 接 将 线性 运动 
的 速度 与 圆周 运动 的 速度 作为 几何 量 相 加 。 








这 里 ， 圆 周 运 动 的 速度 〈 正 如 我 们 所 看 到 的 ) 与 径 癌 同 量 相互 垂 百 ， 如 
果 加 上 线性 运动 的 速度 ， 就 相当 于 进行 了 水 平方 癌 的 位 移 。 根 据 我 们 所 
做 的 选择 ， 这 两 个 同 量 的 长 度 都 等 于 半径 。 而 我 们 要 求 的 这 一 点 运动 的 
速度 就 等 于 这 两 个 癌 量 之 和 ， 因 此 这 三 个 同 量 形成 了 一 个 小 三 角形 。 
现在 ， 让 我 们 来 看 一 看 下 面 这 个 极 富 洞察 力 的 发 现 ， 如 果 我 们 顺 时针 旗 
转 这 个 小 三 角形 90 度 ， 那 么 圆周 运动 的 速度 就 会 变 成 圆 的 半径 ， 同 时 水 
平方 回 的 推动 则 会 变 成 垂直 癌 下 的 向 量 。 























这 样 ， 这 一 点 运动 的 速度 就 变 成 了 通常 所 称 的 圆 的 嘴 ， 它 将 运动 的 这 一 
点 与 圆 和 地 面 的 交点 连接 了 起 来 。 换 句 话 说 ， 我 们 可 以 将 这 一 点 的 运动 
速度 简单 地 当成 一 条 在 旋转 的 弦 。 











证 明 这 一 点 的 运动 方 癌 以 勺 速 的 速率 在 改变 。 
在 t= 2 这 一 时 刻 时 ， 运 动 的 速率 和 方 癌 会 发 生 怎样 的 变化 ? 





顺便 说 一 下 ， 这 里 我 们 不 经 意 间 (不 过 ， 对 我 来 说 则 是 有 意识 地 〉 发 现 
了 计算 圆 的 弦 长 的 公式 ， 即 如 果 单 位 加 上 两 点 之 间 的 弧 长 为 {t， 那 么 连 
接 这 两 点 的 弦 的 长 度 为 v2 一 2cost。 








t 
证 明 连 接 这 两 点 的 弦 的 长 度 也 可 以 表示 为 “5 了 


一 计算 的 结论 是 ， 摆 线 运动 的 速率 与 这 条 弦 的 长 度 相 等 。 不 过 ， 这 并 
不 是 说 我 们 不 人 E 够 使 用 别 的 方法 得 出 这 样 的 结论 。 束 比如 说 摊 线 ， 对 于 
那些 足够 胰 明 的 人 来 说 ， 它 还 是 很 简单 的 ， 并 不 是 必 须要 使 用 向 量 或 者 
坐标 一 类 的 描述 方法 不 可 。 (事实 上 ， 人 们 上 度量 出 摆 线 的 面积 比 笛 卡尔 
开始 坐标 的 研究 工作 还 要 早 几 年 。) 


这 里 的 关键 是 ， 虽 然 这 些 技 术 ， 疝 量 、 坐 标 、 相 对 运动 以 及 穷竭 法 ， 并 
非 总 是 必要 的 《虽然 它们 往往 是 必要 的 ) ， 但 它们 却 非常 通用 ， 而 且 也 
不 要 求 使 用 它们 的 人 具有 特殊 的 灵感 或 者 天 赋 。 也 就 是 说 ， 现 在 我 们 有 
了 一 种 通用 的 处 理 几 何 问题 和 动力 学 问题 的 方法 。 当 然 ， 在 有 些 场合 下 
我 们 也 可 能 会 用 一 种 更 简单 或 者 更 对 称 的 方法 ， 不 过 这 些 方 法 通常 都 比 
Re 虽然 我 们 也 无 法 否认 ， 邱 们 通常 也 都 非常 床 亮 且 极 语 
日 


如 果 不 利 用 坐标 和 相对 运动 ， 你 能 够 度量 出 螺旋 运动 的 速率 吗 ? 


使 用 万 花 矿 国 图 时 ， 你 能 够 度量 出 它 的 速度 吗 ? 《我 建议 利用 坐标 和 
相对 运动 ! ) 


速度 遵循 问 量 的 加 法 规则 ， 根 据 这 一 结论 我 们 可 以 得 出 下 面 这 个 重要 的 
推论 ， 即 我 们 可 以 将 高 维 空 : 间 中 的 运动 看 成 是 一 组 同时 进行 的 一 维 运 
动 。 例 如 ， 任 意 二 维 空间 中 的 运动 都 可 以 用 下 面 这 样 的 形式 表示 : 




















Pp 一 .ZU1 十 YU2, 


其 中 x 和 y 分 别 是 这 个 运动 的 水 平方 向 和 垂直 方向 的 组 成 部 分 ， 同 时 ， 
由 于 这 两 个 部 分 也 以 某 种 方式 取决 于 时 间 ， 我 们 也 可 以 将 它们 本 身 看 成 
是 一 维 运动 。 这 样 ， 根 据 加 法 定律 ， 我 们 有 

P= Zul 十 yt2 
成 立 ， 或 者 ， 如 采 你 更 习惯 使 用 坐标 来 描述 ， 那 就 是 

D=— TY) SP = (TY. 

特 列 地 ， 运 动 的 这 一 点 的 速率 〈 即 同 量 2 的 长 度 ) 则 是 以 这 两 个 一 维 运 
动 的 速率 为 直角 边 的 直角 三 角形 斜 边 的 长 度 ， 即 V3 二 矿 。 
有 时 候 ， 我 喜欢 设想 运动 的 点 由 下 图 所 示 的 蚀刻 素 摘 〈Etch A Sketch ) 
上 的 旋钮 控制 。 
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这 样 ， 我 们 前 面 所 表达 的 残 是 : 不 仪 点 的 位 置 就 是 这 两 个 方向 刻度 的 组 
合 ， 同 时 这 一 点 的 速度 也 是 两 个 方 癌 速度 的 组 合 。 因 此 ， 如 有 果 东 个 瞬 

间 ， 水 平 旋钮 旋转 的 速率 为 3 而 垂直 旋钮 旋转 的 速率 为 4， 则 此 时 这 一 操 
本 身 的 运动 速率 为 5， 运 动 方 癌 则 为 " 癌 前 3， 同 上 4”。 当 然 ， 对 于 三 维 
空间 或 者 更 高 维 的 空间 来 说 ， 这 一 结论 也 是 成 立 的 ， 唯 一 的 兰 别 就 是 是 
个 可 视 的 问题 〈 当 然 更 高 维 的 空间 也 需要 更 多 的 旋钮 ) 。 因 此 ， 一 般 来 
说 ， 无 论 是 多 少 维 的 空间 中 的 运动 ， 我 们 都 有 下 式 成 立 : 





让] 全 二 


i A PR 











例如 ，2 = ( 丰 t +1,31) 这 个 三 维 运动 (不 得 不 承认 这 一 运动 很 明显 是 人 





为 的 ) 的 速度 为 (2t, 1 , 3)。 因 此 ， 任 意 维 空间 中 的 速度 问题 都 可 以 简化 
为 一 维 的 情形 ， 而 且 运 动 点 的 速度 可 以 很 容易 地 通过 这 些 不 同 坐标 轴 上 
的 “影子 ”合成 回来 。 


关于 这 一 现象 ， 有 一 个 很 有 意思 的 示例 ， 那 就 是 匀速 圆周 运动 。 
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在 这 个 例子 中 《假设 我 们 建立 的 坐标 系 是 标准 的 坐标 系 ) ， 这 一 运动 的 
水 平方 向 和 垂直 方向 的 组 成 部 分 分 别 是 cost 和 sint。 也 就 是 说 ， 我 们 可 
以 认为 匀速 圆周 运动 是 下 面 这 组 一 维 运动 合成 的 运动 : 

T= C08t. 

y = sint. 
换 名 话说， 为 了 在 蚀刻 素描 板 上 男 一 个 圆 ， 我 们 需要 使 两 个 方 网 的 刻度 
分 别 按 正弦 波 和 余弦 波 的 模式 来 运动 。 


x 








值得 注意 的 是 ， 这 两 个 模式 中 的 任意 一 个 都 可 以 通过 移动 男 外 一 个 得 
到 ， 而 且 一 个 数 的 正弦 总 是 等 于 比 它 大 2 的 那个 数 的 余弦 。 


COS 1t sin(1+3) 、 
为 什么 等 式 “ /成立 ? 


同时 ， 这 一 组 时 空 图 也 包含 了 匀速 圆周 运动 的 所 有 信息 。 特 别 地 ， 它 们 
各 目 所 对 应 的 运动 的 速度 肯定 是 二 维 勺 速 圆 周 运动 速度 的 组 成 部 分 。 婚 
然 我 们 已 经 知道 了 匀速 圆周 运动 的 速度 〈 它 就 是 位 置 向 量 逆 时 针 旋 转 四 
分 之 一 圆周 后 所 变 成 的 新 闻 量 ) ， 因 此 ， 我 们 有 : 


p= (cost,sint) 7 = (sint,cost). 


其 中 速度 的 组 成 部 分 必然 匹配 ， 即 


T=cCcosto7 = — sint. 




















y= sint = I= cost. 


办 此， 正弦 曲线 在 任意 时 刻 的 斜率 就 是 余弦 曲线 在 这 一 时 刻 的 高 度 ， 反 
之 亦 然 〈 不 过 此 时 会 加 上 人 负 号 带 来 的 转动 )。 由 此 ， 正 弦 和 余弦 构成 了 
一 对 联系 非常 紧密 的 模式 一 一 其 中 的 任意 一 个 都 《基本 上 ) 是 男 外 一 个 
的 导数 。 顺 便 说 一 句 ， 那 个 烦人 的 负 号 是 无 法 避免 的 ， 即 使 我 们 改变 了 
关于 方 同 的 约定 ， 它 也 会 依然 存在 ， 只 不 过 是 出 现在 不 同 的 地 方 。 


当 水 平方 向 的 波动 与 垂直 方向 的 波动 有 不 同 的 频率 时 ， 我 们 会 得 到 怎 
样 的 曲线 ? 例如 ， 如 果 x = cos(3t)，y = sin(5t)， 人 情况 会 怎样 ? 
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虽然 很 可 能 你 们 会 党 得 我 吃 唆 〈 看 起 来 似乎 我 也 很 愿意 承担 这 样 的 风 

险 ) ， 关 于 我 们 所 采用 的 思想 ， 我 还 想 多 说 几 句 。 这 一 思想 可 以 将 对 形 
状 和 运动 的 研究 纳入 更 广阔 、 更 抽象 的 领域 之 中 ， 这 一 领域 的 核心 则 是 
变量 与 变量 之 间 的 关系 。 同 时 ， 我 们 也 可 以 将 它 看 成 是 一 种 视角 ， 与 其 
他 视角 相 比 ， 这 一 视角 不 仅 会 使 问题 更 加 简单 〈 我 们 既 不 用 担心 单位 ， 
也 无 须 在 头脑 中 形象 化 所 研究 的 事物 ) ， 也 有 着 其 他 视角 所 没有 的 巨大 
的 元 活 性 与 通用 性 。 


事实 上 ， 绝 大 部 分 的 科学 家 、 建 筑 师 或 工程 师 都 会 在 工作 中 以 茶 种 方式 
参与 建 模 的 过 程 ， 想 要 找到 没有 接触 过 建 模 的 ， 这 估计 很 难 。 所 谓 建 
模 ， 就 是 对 我 们 所 研究 的 问题 进行 抽象 和 简化 ， 使 它 可 以 用 一 组 变量 和 
方程 来 表示 《〈 比 如， 生物 学 家 所 建立 的 哺乳 动物 领地 行为 的 模型 、 心 脏 
病 学 家 的 血管 压力 模型 以 及 电气 工程 师 的 能 量 容量 模型 ) 。 当 然 ， 在 这 
些 情况 下 ， 我 们 所 真正 感 兴趣 的 事物 与 相应 的 数学 模型 之 间 会 有 相当 大 
的 差异 。 这 差不多 束 是 科学 家 花费 大 量 的 时 间 所 考虑 的 问题 一 一 他 们 所 
建立 的 数学 模型 的 适用 性 。 例 如 ， 一 旦 他 们 进行 了 新 的 实验 或 者 收集 到 
了 新 的 数据 ， 这 通 第 都 会 导致 他 们 在 拒绝 现 有 模型 的 同时 更 新 模型 ， 并 
用 新 的 模型 来 普 代 现 有 模型 。 


不 过 ， 对 数学 家 来 说 ， 情 况 却 完 全 不 同 : 对 我 们 来 说 ， 数 学 模型 就 是 我 
们 所 要 研究 的 对 象 。 在 这 里 ， 并 没有 什么 是 以 实验 为 依据 的 ， 我 们 也 不 
用 等 等 确认 或 测试 的 结果 。 数 学 结构 就 是 数学 结构 ， 如 果 我 们 有 所 发 
现 ， 那 就 会 是 真理 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 选择 用 一 组 方程 对 想象 中 的 曲线 
或 者 运动 进行 建 模 ， 我 们 并 没有 在 进行 猜测 ， 同 时 我 们 也 不 会 因为 简化 
而 丢失 任何 信息 ， 这 是 因为 我 们 的 对 象 〈 因 为 审美 的 原因 ) 已 经 简单 得 
不 能 再 简单 了 。 如 果 所 有 的 事物 本 来 就 是 想象 出 来 的 ， 那 自然 也 就 谈 不 
上 将 现实 与 想象 混为一谈 了 。 

所 以 在 接 下 来 的 章节 中 ， 我 们 的 研究 对 象 将 是 变量 [牛顿 称 之 为 流量 
Cfluents， 拉 丁 语 “流动 的 物体 ”的 意思 ) ] 与 变量 之 间 的 关系 所 组 成 的 
系统 ;也 就 是 ， 表 示 变 量 之 间 相 互 关 系 的 方程 。 


有 时 ， 我 愿意 将 各 个 变量 想象 成 虚拟 的 多 通道 调 音 板 上 的 滑 英 。 
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例如 ， 我 们 可 以 用 四 个 变量 再 加 上 一 组 方程 来 表示 三 维 空间 中 的 运动 ， 
其 中 方程 组 是 用 来 告诉 我 们 空间 中 三 个 方向 上 的 坐标 是 怎样 取决 于 时 间 
的 。 这 样 ， 这 组 方程 束 构 成 了 调 首 板 的 布线 或 者 说 程序 。 当 我 们 移动 滑 
块 : 时 ， 滑 块 x、y 和 z 都 会 目 动 地 啊 应 ， 根 据 布线 的 模式 目 动 地 移动 。 

有 了 这 样 的 一 幅 图 景 存在 于 脑海 中 ， 为 了 计算 运动 的 速度 我 们 一 直 在 做 
的 《所 使 用 的 方法 即 通 常人 们 所 说 的 牛顿 方法 ) ， 其 实 就 是 “ 轻 轻 推 一 
下 ?请 块 再 看 看 它们 能 够 移动 多 远 。 
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六 
习惯 上 ， 我 们 通常 使 用 缩写 Ax 来 代 蔡 繁琐 的 ztt + 0) 一 T(t)， 因 此 Ax 度 








量 的 就 是 变量 x 的 变化 。 特 别 地 ， 我 们 也 可 以 认为 已 经 逝去 的 短暂 时 
间 ， 即 “ 稍 晚 * 这 个 时 间 点 与 “现在 ”这 个 时 间 点 之 间 的 间 隅 ， 为 At。 


当 我 们 滑 劲 滑 世 * 上 时， 比如 说 使 它 的 值 增加 一 个 很 小 的 量 Ab， 那 么 其 他 
的 请 块 x、y 和 z 也 会 有 所 反应 ， 各 目的 增 量 分 别 为 Ax、Ay 和 Az。 《如 
果 相 应 的 变量 值 减 小 ， 那 么 其 中 有 些 增 量 会 为 负 值 。〉 由 此 ， 我 们 就 得 
出 了 这 三 个 背 块 速度 的 近似 值 














AT AT Az 

At At At 
随 着 At 逐渐 减 小 为 0， 人 厅 于 真正 的 瞬时 速度 z，Yy，;。 这 
样 ， 这 一 三 维 运动 的 速 东 上 度 就 是 (7,y, 2)， 而 它 的 速率 则 是 速度 癌 量 的 长 
度 ， 即 V2 十 772 人 


作为 这 一 新 的 抽象 观点 的 示例 ， 假 设 我 们 有 下 图 这 样 一 组 变量 及 变量 之 
间 的 相互 天 系 。 
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T=1— sint. 
y = cost. 


Zz 三 :1 


而 且 这 样 的 计算 并 不 需要 任何 几何 学 或 者 动力 学 的 解释 。 当 然 ， 如 果 出 
二 心理 亡 面 或 者 说 情调 万 面 的 原因 ， 我 们 想 要 认为 这 组 关系 等 式 表 示 的 
是 一 个 运动 ， 那 也 完全 没有 问题 。 事 实 上 ， 我 们 并 不 难看 出 这 组 方程 所 
描述 的 是 倾斜 的 螺旋 运动 。 也 许 ， 理 解 这 一 点 最 简单 的 方法 ， 就 是 将 这 
一 运动 表示 为 向 量 ， 令 p 为 时 间 ! 时 这 一 运动 的 点 所 对 应 的 向 量 ， 则 
了 P= 二 tl1,0,1) 十 (cost,sint,0)。 这 里 ， 问 量 p 其 实 是 (标准 坐标 系 中 的 ) 匀 
速 圆周 运动 与 匀速 直线 运动 之 和 ， 不 过 直线 运动 的 方 同 并 不 垂直 于 旋转 
0 通常 的 螺旋 运动 中 这 两 者 则 相互 垩 直 )〉 ， 而 是 与 其 成 45 度 的 





























同时 ， 前 面 我 们 所 得 出 的 导数 则 可 以 看 成 是 这 一 运动 的 速度 ?在 各 个 方 
加 上 的 分 量 ， 其 中 


P= (1— sint,cost,1). 


而 速度 的 长 度 则 给 出 了 这 一 运动 的 点 的 速率 ， 即 





速率 = V( — sint)2+ (cost):+1= V3— 2sint. 


根据 这 个 公式 ， 我 们 可 以 知道 这 个 运动 的 点 在 以 一 种 相当 微妙 的 方式 一 
会 儿 加 速 一 会 儿 又 减速 ， 同 时 由 于 sint 的 取 值 范围 为 -1 到 +1 之 间 ， 所 以 
速率 的 取 值 范围 为 1 到 v5 之 间 。 


这 里 重要 的 是 ， 所 有 这 些 度量 结果 都 直接 来 目 于 抽象 的 数值 关系， 而 并 
非 来 自 于 视觉 的 或 者 动力 学 的 图 像 。 我 们 所 建立 的 模型 并 不 知道 ， 或 者 
说 无 须知 道 ， 它 自己 是 关于 什么 的 模型 (如 果 它 的 确 是 的 话 ) 。 这 样 ， 
我 们 的 讨论 就 悄悄 地 《假如 我 对 此 的 再 三 次 明 也 能 算是 “悄悄 ?的 话 ) 从 
研究 运动 的 速度 转移 到 了 研究 导数 上 ; 而 导数 则 是 从 一 个 变量 p 产生 男 
一 个 新 变量 ?的 抽象 转换 ， 或 者 用 牛顿 的 话说 ，P 是 变数 p 的 流 数 。 


这 直接 表明 两 次 求 导 是 可 能 的 ， 即 把 8 本 身 也 当成 一 个 变量 ， 这 样 我 们 
就 可 以 对 它 再 次 求 导 得 到 $， 其 至 可 以 进行 三 次 求 导 以 及 更 多 次 的 求 
导 。 如 果 我 们 将 p 解释 为 运动 (也 束 古 将 p 当 作 运动 的 点 的 位 置 ) ， 那 
么 $ 度 量 的 则 是 运动 速度 ?变化 的 快慢 。 换 句 话 说 ， 上 度量 的 就 是 运动 的 加 
速度 。 儿 何 上 ， 我 们 可 以 认为 滤 量 的 是 曲线 斜率 变化 的 快慢 ， 也 就 古 
几何 学 家 所 说 的 曲率 。 当 然 ， 作 为 数学 家 ， 我 们 可 以 将 这 两 种 中 的 任意 
一 种 作为 解释 ， 也 可 以 完全 不 做 解释 。 我 们 可 以 简单 地 在 理论 上 讨论 更 
高 阶 的 导数 ， 然 后 再 研究 它们 有 趣 的 性 质 。 



































举 个 例子 ， 随 着 导数 的 阶 越 来 越 高 ， 求 变量 平方 的 方程 (了 = 太 ) 会 转 
化 为 求 变量 的 两 倍 (P= 21) ; 如 果 再 次 对 后 者 求 导 ， 我 们 则 会 得 到 常 
数 ($) ; 最后， 其 所 有 更 高 阶 的 导数 都 会 是 0。 


正弦 和 余弦 的 更 高 阶 导 数 分 别 是 多 少 ? 
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在 我 们 进一步 探讨 这 些 想 法 之 前 ， 我 还 想 癌 你 们 展示 一 种 我 非常 喜欢 的 
更 通用 、 更 抽象 的 方法 。 也 许 最 好 的 方法 ， 就 是 以 一 个 类 比 来 开始 我 们 
的 讨论 。 在 前 面 的 章节 中 ， 我 们 已 经 多 次 看 到 : 度量 总 是 相对 的 ， 任 何 
恰当 提出 的 度量 问题 都 可 以 〈 人 至少 是 间接 地 ) 归结 为 茶 种 类 型 的 比较 。 
例如 ， 当 我 们 想 要 度量 茶 个 特定 的 长 度 或 者 面积 时 ， 其 实 我 们 想 知道 的 
征 : 与 同类 型 的 其 他 事物 相 比 ， 我 们 所 关注 的 某 条 线段 的 长 度 是 多 少 或 
者 某 个 区 域 所 围 起 来 的 空间 大 小 是 多 少 。 当 然 ， 我 们 可 以 先 选 定 茶 个 比 
较 的 标准 ， 比 如 说 选 定 一 个 固定 大 小 的 正方 形 ， 然 后 以 它 的 边 长 和 大 小 
作为 我 们 度量 长 度 和 面积 的 单位 。 这 样 ， 我 们 就 可 以 通过 与 这 一 标准 的 
比较 来 度量 任何 新 的 长 度 或 面积 。 


不 过 ， 我 并 不 喜欢 这 样 的 想法 ， 我 不 希望 想象 中 的 美好 世界 因为 那些 不 
必要 的 、 人 为 的 单位 的 加 入 而 变 得 凌乱 。 比 方 说 ， 如 果 我 想 度 量 五 边 形 
的 对 角 线 与 其 边 长 之 比 ， 其 实 我 并 不 需要 根据 茶 个 预先 存在 的 长 度 标准 
度量 出 这 两 者 的 长 度 然 后 再 比较 ; 我 可 以 直接 比较 它们 。 《我 知道 ， 关 
于 这 一 点 我 已 经 重复 了 很 多 次 ， 不 过 还 是 请 你 多 担 待 。) 


关于 这 一 点 ， 我 喜欢 这 样 来 思考 ， 即 无 论 我 们 是 否 度量 它 ， 线 段 都 会 有 
长 度 或 者 说 范围 。 同 理 ， 无 论 我 们 是 否 将 一 块 区 域 与 其 他 区 域 相 比较 ， 
这 块 区 域 都 会 包围 一 定 的 空间 。 因 此 ， 长 度 和 面积 本 号 不 是 数值 ， 而 是 
抽象 的 几何 量 ， 只 有 妆 我 们 对 它们 进行 比较 并 想 知 道 比例 时 ， 我 们 才 会 
得 到 数值 。 正 方形 的 对 角 线 有 一 个 长 度 ， 它 的 边 长 也 有 一 个 长 度 ， 不 过 
这 两 个 长 度 本 刁 都 不 是 数值 ， 只 是 对 角 线 的 长 度 正 好 是 边 长 的 V2 倍 。 


无 论 这 一 切 听 上 去 是 否 是 我 在 白费 口 百 ， 这 里 的 关键 是 ， 在 度量 速度 
时 ， 我 们 已 经 在 不 知 不 沉 中 将 这 种 不 必要 的 障碍 放 在 了 我 们 前 进 的 路 
上 。 如 果 你 看 到 一 只 猎豹 在 奔跑 ， 你 知道 它 肯 定 在 以 与 度量 无 天 的 速率 
或 速度 在 奔跑 ， 正 如 一 个 圆 总 会 包围 一 定 的 空间 一 样 。 这 个 速率 并 不 是 
一 个 数字 ， 也 没有 什么 单位 ， 然 而 ， 要 是 有 一 匹 马 在 并 排 奔 跑 〈 因 此 现 
在 我 没有 白费 口舌 了 吧 ? ) ， 我 们 就 能 够 看 出 猪 豹 的 速度 是 马 的 两 僧 。 
也 就 是 次 ， 我 们 等 一 段 时 间 《 并 不 需要 用 秘 或 者 其 他 单位 来 计时 ) ， 然 
后 再 看 一 看 这 两 个 动物 运动 的 距离 (同样 用 不 着 用 任何 单位 来 度量 ) 并 
对 它们 进行 比较 。 因 此 ， 抽 象 来 看 ， 即 使 我 们 不 去 上 度量， 速度 也 是 有 意 
义 的 。 而 我 们 一 下 在 做 的 则 古 选 定 一 个 标准 的 单位 速度 ， 即 我 们 选 定 的 






























































时 钟 的 速度 。 也 就 是 次 ， 我 们 一 直 都 在 将 时 间 本 喘 的 速度 作为 度量 的 单 
位 了 《不 过 ， 很 快 我 们 惑 不 再 使 用 它 ) 。 

让 我 们 设想 有 这 样 两 个 与 时 间 有 关 的 变量 a 和 b， 且 有 茶 个 方程 将 两 者 
联系 了 起 来 。 





ad 


| 


如 果 我 们 关注 的 是 a 和 在 茶 个 特定 时 刻 的 相对 速率 ， 我 们 当然 可 以 先 
计算 出 a 和 5， 然 后 再 求 这 两 者 之 比 %/*。 不 过 ， 与 前 面 我 提 到 的 几何 示例 
一 样 ， 这 里 我 们 完全 没有 必要 这 样 做 ， 也 根本 不 用 涉及 时 间 。 

设想 一 下 这 种 情形 ， 即 我 们 只 能 够 接触 到 请 块 a 和 b， 滑 块 ! 隐藏 在 幕后 
的 某 个 地 方 。 当 然 ， 我 们 仍然 可 以 轻 轻 踢 一 下 调 首 板 ， 这 样 各 个 滑 块 就 
会 稍微 移动 一 段 距离 。 
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与 往常 一 样 ， 我 们 也 能 够 得 到 这 两 个 变量 微小 的 变化 值 Aa 和 Ab。 不 同 
的 是 ， 现 在 我 们 不 用 再 将 这 两 个 值 都 与 At 比较 ， 而 是 直接 比较 Aa 和 
Ab。 这 样 ， 当 这 两 个 微小 的 变化 值 都 接近 于 0 时 ， 我 们 惑 能 够 得 出 它们 
的 瞬时 速度 的 真正 比值 。 


那么 ， 这 样 做 有 道理 吗 ? 为 了 使 这 一 问题 的 讨论 变 得 更 简单 ， 我 们 先 引 
入 一 些 符号 一 毕竟， 这 才 是 我 们 引入 符号 的 真正 目的 。 我 们 用 dx 来 表 
示 “ 变 量 x 的 瞬时 变化 率 ”。 也 束 是 说 ，dx 是 抽象 的 非 数 值 的 速度 ， 

与 “猎豹 的 速度 类似。 这 一 符号 最 初 是 由 莱 布 尼 茨 于 十 七 世纪 七 十 年 
代 引 入 的 。) 这 样 一 来 ， 我 们 要 表达 的 就 是 ， 当 这 两 个 微小 的 增 量 同时 
接近 于 0 时 ，Aa : Ab 就 会 接近 于 真正 的 速度 之 比 da : db。 

用 这 一 新 引入 的 羔 布 尼 次 符号 表示 ， 微 分 i 就 是 dx /dt 的 比值 。 这 说 明 ， 


我 们 所 得 出 的 所 有 有 关 微 分 的 结论 都 可 以 很 容易 地 用 这 种 全 新 的 抽象 符 
号 重新 表示 。 比 如 ， 我 们 前 面 的 推导 步骤 

















p= >p= 2t 
束 可 以 简单 地 表示 为 
df 如 = 2t dt. 


不 过 ， 这 并 不 是 关于 时 间 的 特殊 表述 ， 实 际 上 ， 这 一 结论 对 于 任何 变量 
来 说 都 是 成 立 的 。 因 此 ， 我 们 有 下 式 成 立 《〈 如 果 用 w 表示 任意 变量 的 











话 ) : 


/1 9\ ， 
dl ) 一 2 dw. 








而 这 一 表达 式 的 意思 是 , “变量 w “变化 的 速度 总 是 正好 等 于 变量 w 的 变 
化 速度 乘 以 变量 w 当前 值 的 两 倍 ?。 特 别 值得 注意 的 是 ， 这 一 符号 使 用 
起 来 十 分 方便 : 现在 我 们 无 须 先 给 菜 个 表达 式 命 名 然后 再 对 它 求 导 了 ， 
我 们 可 以 直接 对 这 个 表达 式 求 导 。 因 此 ， 我 们 有 如 下 等 式 成 立 : 

dfcs) =c dw， 其 中 c 为 任意 常数 ， 


d{(sin 1w) = cos wdiw. 
d{costw) = — sin waw. 























接 下 来 ， 我 想 说 清楚 下 面 这 两 个 问题 。 第 一 个 问题 是 ，dx( 即 通常 所 说 
的 x 的 微分 ) 并 不 是 数值 ， 而 是 抽象 的 速度 。 猪 鹏 的 速度 不 是 数值 ， 同 
样 马 的 速度 也 不 是 ， 不 过 我 们 仍然 可 以 说 其 中 一 个 是 另外 一 个 的 两 倍 

《正如 长 度 、 面 积 以 及 所 有 其 他 的 度量 结果 一 样 ) 。 另 外 一 个 问题 则 

是 ， 这 里 我 们 所 使 用 的 d〈 莱 布 尼 茨 d - 算 子 ， 即 微分 算 子 ) 同样 也 不 是 
数值 。 当 我 们 写 dx 这 样 一 个 符号 时 ， 我 们 并 不 是 在 表示 用 d 乘 以 x， 其 
实 我 们 是 在 对 变量 x 应 用 微分 算 子 以 得 到 x 的 微分 。 我 承认 ， 这 一 符号 
有 上 收 义 的 确 有 些 烦人 。 人 然而， 只 要 我 们 足够 细心 (也 包括 不 选择 d 作为 
变量 的 名 字 ) ， 它 肯定 不 会 是 什么 大 问题 。 相 反 ， 一 旦 你 习惯 了 ， 你 就 
会 觉得 羔 布 尼 深 引入 的 这 一 符号 使 用 起 来 特别 灵活 、 特 别 方便 。 


一 般 来 说 ， 我 们 过 到 的 大 部 分 度量 问题 最 终 部 会 归结 为 计算 出 一 组 变量 
的 相对 速度 。 至 于 这 些 变 量 是 否 包括 时 间 ， 则 取决 于 我 们 的 决定 以 及 我 
们 所 遇 到 的 具体 问题 。 如 果 我 们 关注 的 是 茶 个 特定 的 运动 ， 那 么 将 时 间 
当 作 变量 并 认为 其 他 的 变量 都 取决 于 时 间 通 常 是 合理 的 。 男 一 方面 ， 如 
600 0 0 i 


























设想 有 这 样 一 组 变量 a、b 和 c， 以 及 一 组 将 它们 联系 起 来 的 方程 ， 如 下 
图 所 示 : 


注意 到 在 这 个 例子 中 ， 没 有 哪个 变量 更 特殊 ， 同 样 也 没有 哪个 变量 起 到 
了 时 间 的 作用 ， 即 没有 哪个 滑 块 是 控制 其 他 滑 块 的 * 主 ? 谓 块 。 相 反 ， 所 
有 这 些 变量 都 是 互相 依赖 的 。 在 任意 给 定 的 时 刻 ， 这 些 变量 都 会 取 采 个 
特定 的 值 ， 同 时 也 会 有 相应 的 微分 〈 也 就 是 它们 在 这 一 时 刻 的 瞬时 变化 
率 ) 。 问 题 是 ， 这 些 变量 之 间 的 关系 会 怎样 精确 地 控制 它们 的 微分 之 间 
的 相对 比值 呢 ? 我 们 怎样 通过 











到 三 人 


c 一 2Q 十 必 
这 样 的 信息 来 确定 da : db : dc 这 样 的 比值 呢 ? 


比较 直接 的 方法 就 是 轻 轻 踢 一 下 调 音 板 ， 然 后 查看 各 个 谓 块 移动 的 距 

离 ， 随 着 踢 的 力度 逐渐 变 小 ， 最 后 计算 出 它们 之 间 比 值 的 最 终 取 值 。 这 
里 关键 的 地 方 是 ， 实 际 上 我 们 可 以 不 用 再 经 历 这 种 耗 时 费力 的 过 程 了 。 
相反 ， 我 们 可 以 简单 地 对 这 组 方程 的 左右 两 边 应 用 微分 算 子 ， 即 进行 微 
分 运算 ; 于 是 我 们 有 








dla:) 一 d(b? 十 3). 
dc = d(2a + b). 
年 竟 ; 如 条 两 个 变量 总 是 相等 的 话 ， 那么 它们 的 速度 也 必然 相等 。 将 左 
右 两 边 分别 展 开 ， 我 们 就 得 到 了 如 下 的 微分 方程 : 
2a da = 2b db. 


dc = 2da + db. 


因此 ， 在 比方 说 a = 2，b = 1 而 c= 5 这 个 时 刻 ( 这 三 个 变量 的 取 值 的 确 满 
足 原 始 的 方程 ， 因 此 会 对 应 一 个 实际 的 时 刻 ) ， 我 们 有 











4da = 2db. 


dc = 2da + db. 


所 以 在 这 一 精确 的 瞬间 ，b 的 运动 速度 是 a 的 两 倍 ， 而 c 的 运动 速度 则 

是 a 的 四 倍 。 换 句 话 说 ，da : db : dc 等 于 1:2:4。 现 在 ， 对 于 任何 涉及 相 
人 
多 微分 。 


顺便 说 一 下 ， 羔 布 尼 次 最 初 的 解释 有 一 些 不 同 。 他 认为 dx 表示 的 并 不 

古 x 变化 的 瞬时 速率 ， 而 是 x 本 里 的 无 穷 小 的 变化 。 也 束 是 说 ， 随 着 Ax 
逐渐 变 小 万 至 于 看 不 见 ，Ax 会 “徘徊 ”在 dx 取 值 的 左右 ， 虽 然 dx 并 不 会 
精确 地 等 于 0， 但 它 却 比 任何 正 的 数值 都 要 小 。《〈 你 可 以 想象 一 下 他 的 

批评 者 对 于 这 样 的 解释 会 发 表 什么 样 的 评论 ! ) 事实 上 ， 只 要 我 们 足够 
小 心 ， 这 个 观点 并 不 存在 什么 真正 的 问题 。 毕 竟 ， 在 一 段 很 短 的 时 间 间 
隔 肉 ， 运 动 的 速度 之 比 就 等 于 运动 的 距离 之 比 。 这 里 的 关键 是 ，Aa : Ab 
这 一 近似 的 比 接近 于 da : db 这 一 真正 的 比 。 这 两 种 解释 ， 我 们 无 论 选择 
哪 一 种 都 可 以 。 
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现在 ， 对 速度 问题 的 研究 就 简化 为 对 汪 布 尼 菊 所 引入 的 dg - 算 子 即 微 分 
算 子 的 研究 了 。 给 定 任 意 一 组 描述 运动 的 方程 ， 我 们 可 以 直接 通过 对 方 
程 的 两 边 进行 微分 运算 来 获得 相对 速度 的 信息 。 唯 一 剩 下 的 问题 ， 束 是 
需要 明确 微分 运算 到 底 具有 怎样 的 性 质 。 那 么 ， 变 量 之 间 的 相互 依赖 关 
系 会 怎样 转化 为 微分 之 间 的 关系 呢 ? 


前 面 我 们 已 经 知道 ， 如 果 a 和 b 是 两 个 已 知 变 量 ， 而 c 是 由 a 和 b 组 成 的 
新 变量 且 满 足 c = 2a + b， 那 么 我 们 可 以 很 容易 地 通过 a 和 b 变化 的 速度 
来 确定 b 变化 的 速度 ， 即 

dc = d{(2a +b) = 2da+tdb. 
这 里 ， 我 们 运用 了 微分 运算 是 线性 的 这 一 性 质 ， 也 就 是 说 ， 如 果 x 和 y 
是 任意 的 变量 而 c 是 任意 一 个 常量 ， 那 么 我 们 有 下 面 这 两 个 等 式 成 立 ; 


dl(Zz + Yy) = dr + dy. 


























d(T) =€ dz. 


不 过 ， 如 果 变 量 之 间 的 关系 更 复杂 ， 情 况 义 会 怎样 呢 ? 比方 交 ， 如 果 我 
们 想 比较 x 和 y 这 两 个 变量 的 速度 ， 其 中 x 和 y 满足 ! = 了 sn7 这 一 关系 
等 式 。 对 于 这 个 问题 ， 我 们 当然 可 以 直接 得 出 dy = dr sinz)。 不 过 ， 为 
了 使 关系 等 式 直 接 与 dx 本 身 相 关 ， 我 们 还 是 需要 对 微分 运算 有 更 多 理 
解 。 特 别 地 ， 我 们 需要 知道 当 作 用 于 变量 的 乘积 时 ， 微 分 运算 会 有 怎样 
的 性 质 。d (ab ) 到 底 会 怎样 依赖 于 da 和 db 呢 ? 这 就 是 我 们 在 研究 运动 时 
自然 而 然 会 提出 的 问题 ， 即 微分 运算 会 具有 哪些 抽象 的 性 质 。 作 用 于 变 
量 的 平方 根 时 ， 微 分 运算 有 着 怎样 的 性 质 呢 ? 如 果 是 变量 相 除 ， 又 会 怎 
样 昵 ? 不 难 想象 ， 任 何 能 够 在 一 个 数值 或 一 组 数值 上 进行 的 运算 ， 都 是 
可 以 用 来 描述 变量 之 间 的 依赖 关系 的 ;而 为 了 和 弄 清楚 这 些 变量 变化 的 相 
对 速度 ， 我 们 必须 要 知道 当 作 用 于 这 样 的 运算 时 ， 微 分 运算 会 有 怎样 的 
性 质 。 当 然 ， 很 多 运算 〈 如 上 面 所 示 的 zsinz 这 个 例子 ) 都 可 以 看 成 是 
由 一 些 比较 简单 的 运算 组 合 而 成 的 〈 比 如 zsinz 就 是 x 3 乘 以 sinx) ， 因 
此 ， 如 果 我 们 能 够 知道 微分 作用 于 一 些 简 单 运算 〈 特 别 是 乘法 运算 ) 时 
的 性 质 ， 那 么 我 们 就 有 望 能 够 处 理 这 些 运 算 更 复杂 的 组 合 了 。 








办 此， 下面 我 们 试 着 用 dx 和 dy 来 表示 d (xy )。 我 们 将 与 前 面 一 样 使 

用 “手工 ”方法 ， 即 假设 x 和 y 以 某 种 方式 取决 于 t (如 果 愿 意 ， 我 们 可 以 
认为 [就 是 时 间 ) ， 然 后 我 们 再 看 看 ， 当 上 稍微 有 所 变化 时 会 发 生 什 么 。 
本 质 上 ， 我 们 这 样 做 其 实 就 是 选择 dt 作为 速度 的 单位 ， 这 与 我 们 处 理 几 
何 问题 时 的 情形 很 类 似 : 我 们 会 任意 选择 一 个 单位 ， 然 后 以 它 为 基准 进 
行 有 度量 ， 一 旦 我 们 找 出 了 几何 量 之 间 正 确 的 关系 ， 我 们 就 会 把 它 扔 挥 。 
(dt 与 建筑 施工 中 用 到 的 脚手架 也 很 像 ， 它 只 是 暂时 很 有 用 ， 最 终 我 们 
会 夫 榨 忆 s ) 

假设 t 的 值 只 有 很 小 的 变化 ， 比 如 说 增 量 为 At。 这 样 ，x 和 y 也 会 有 所 反 
应 ， 分 别 变 成 x+ Ax 和 y + Ay。 而 xy 取 值 的 变化 则 是 


A(Ty)= (T+ ATYy+ AYy)— TY 
二 宇和 AT4 AAT A 
等 式 两 边 同 时 除 以 At， 我 们 就 得 到 下 式 : 
Alry) Ay AT Ar Ay 


Mt A “A ME A 

















At, 








其 中 为 了 使 最 后 一 项 相对 于 变量 x 和 y 是 对 称 的 ， 我 们 对 它 进行 了 重新 
整理 。 令 At 接近 于 0， 我 们 可 以 看 出 最 后 一 项 可 以 忽略 不 计 ， 因 此 我 们 
有 下 式 成 立 : 





dlTV) dy dr 
一 工 一 十 7 一 . 
dt dt dt 


此 时 ， 我 们 不 再 需要 辅助 变量 :， 等 式 两 边 同时 乘 以 qt， 我们 就 得 出 了 我 
们 一 直 梦 呆 以 求 的 关系 等 式 : 


d(r7y)= 7 dy 二 Vy dz. 


这 一 等 式 有 时 被 称 为 业 布 尼 次 法 则 。 在 我 们 研究 这 一 发 现 的 推论 之 前 ， 
我 想 就 这 一 法 则 的 含义 以 及 为 什么 它 有 着 重大 的 意义 说 几 句 。 首 先 ， 这 
一 法 则 表达 的 意思 是 ， 两 个 变量 乘积 的 速度 等 于 各 个 变量 的 速度 乘 以 忆 
外 一 个 变量 的 取 值 然后 相 加 。 有 一 个 很 不 错 的 方法 可 以 从 几何 上 看 出 这 
一 点 ， 让 我 们 先 来 思考 一 下 加 法 。 设 想 有 两 根 长 度 分 别 为 x 和 y 的 树 术 
〈 因 此 这 两 根 树 校 既 可 伸 长 也 可 缩短 ) ， 如 宁 将 这 两 根 树 校 放 在 一 起 ， 
我 们 就 会 得 到 一 根 长 为 x+y 的 新 树枝 。 
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如 末 茶 个 给 定 的 时 刻 树 校 x 和 y 都 有 一 定 的 速度 ， 那 么 x +y 的 速度 看 起 
来 显然 等 于 这 两 者 的 速度 之 和 。 我 们 甚至 可 以 设想 经 过 了 一 小 段 时 间 并 
查看 新 树枝 的 变化 ， 具 体 的 变化 情况 如 下 图 所 示 : 


8 Ax y Ay 


一 一 -一 一 一 




















因此 ，x+y 的 变化 就 是 Ax + Ay。 既 然 速度 与 长 度 的 变化 成 正比 ， 所 以 
我 们 有 dz + 急 = 实 十 必 。《(〈 莱 布 尼 蒋 会 认为 无 穷 小 的 变化 为 Gx + 
人 
J 窍 形 的 面积 。 





Ay 


me 


Ax ! 





从 上 图 中 ， 我 们 可 以 看 到 ， 对 于 x 和 y 的 微小 变化 ， 面 积 xy 的 变化 则 等 
于 L 形 长 条 的 面积 ， 即 


A(TYy) = TAY + YAT + AT: AY. 


当 增 量 Ax 和 Ay 比较 小 时 ， 最 后 一 项 Az7 人 AY 在 量 级 上 要 比 其 他 项 小 不 

少 。 牛 顿 和 羔 布 尼 菊 者 认识 到 这 一 项 相对 来 说 是 可 以 忽略 不 计 的 ， 最 终 
对 速度 并 不 会 产生 什么 影响 。〈 贝 元 羔 对 此 则 有 一 些 怀疑 。) 一 种 更 现 
代 的 解释 讽刺 的 是 ， 如 果 让 阿 基 米 德 或 者 欧 多 克 索 斯 解释 的 话 ， 他 们 
几乎 也 会 给 出 这 样 的 解释 ) 是 ， 虽 然 项 Az7 人 Ay 永远 不 会 等 于 0， 但 它 与 
其 他 项 的 比值 却 接 近 于 0 等 式 右边 的 前 两 项 在 量 级 上 与 At 相当 ， 而 最 
后 一 项 更 像 是 在 (At )* 的 量 级 上 〉 。 所 以 实际 上 ， 只 要 能 够 忽略 所 有 涉 

及 增 量 A 乘积 的 “局 阶 ” 项 ， 那 么 我 们 就 有 理由 将 所 有 形 如 Aw 的 项 答 换 为 
相应 的 微分 gw。 这 样 ， 我 们 束 再 一 次 得 到 了 漂亮 的 莱 布 尼 欧 公 邢 : 








dlTZV) = dy+y dz. 


择 下 来， 让 我 们 来 看 一 看 羔 布 尼 奖 公式 的 一 些 推论 。 痛 先 ， 值 得 注意 的 
是 ， 根 据 这 一 公式 ， 我 们 可 以 立即 得 出 前 面 所 得 出 的 结论 dw ) = 2w dw 
， 有 具体 推导 过 程 如 下 : 








dluw2 = d(w- WwW) = dwt+w dw = 2w dw. 
我 们 甚至 可 以 用 同样 的 方法 计算 出 dw )， 即 
dl ww ) = dl 1 - WwW) 一 wdw + dlw’) 
= ww dw + ww 2 dw = wdw. 





请 证 明 : 一 般 而 言 ， 对 于 变量 w 的 n 次 方 ， 我 们 有 dl(w") = Paon cu 成 
立 ， 其 中 n 为 2,3,4,.…. 


现在 ， 我 们 可 以 计算 d(x sin z) 这 样 的 表达 式 了 。 根 据 前 面 的 工作 ， 我 们 
知道 首 d(sin 工 ) ) = cos TadT， 再 应 用 莱 布 尼 次 公式 ， 我 们 有 





dfz3 sinzT) 一 zadfsin T) 十 Sinz dl 731 
一 zacosrdr 二 snzr:.3zr2dz 
= { za cos 工 十 3zr2sin T)dr. 
因此 ， 当 x = rr 时， 变量 x3sinx 变化 的 速度 正好 等 于 x 的 -7@ 倍 和 
度 方 向 相反 ， 但 速率 是 x 的 吧 倍 ) 。 我 们 能 够 得 到 这 样 的 信 ， ， 


人 惊讶 了 ， 更 不 用 说 这 样 顺利 地 得 到 了 (如果 你 ' 认 为 两 千 多 年 以 来 束 
关于 运动 的 数学 理论 发 展 得 很 顺利 的 话 ) 。 


作为 羔 布 尼 次 法 则 进一步 的 推论 ， 我 们 也 可 以 很 容易 地 计算 出 变量 倒数 
的 微分 qd (lw )。 最 简单 的 计算 方法 就 是 首先 回 到 倒数 的 定义 ， 即 


WwW-— 二 1. 
WwW 


等 式 两 边 同时 微分 并 运用 羔 布 尼 次 法 则 ， 则 有 下 式 成 立 : 


1 1 
w d 十 一 do 二 0. 
1 Ww 





重新 整理 ， 我 们 有 


EO 


请 证 明 对 任意 变量 a 和 pb， 我 们 有 如 下 等 式 成 立 : 


a bda—a db 
d 一 - . 
b bp2 


dl Vw) 一 : 








请 证 明 : 
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到 目前 为 止 ， 关 于 羔 布 尼 次 引入 的 微分 算 子 ， 我 们 已 经 汇集 了 相当 多 的 
性 质 。 下 面 就 是 我 们 目前 已 知 的 性 质 的 总 结 : 


常数 :dc = 0， 其 中 c 为 任意 常数 ; 

变量 相 加 : dla +b) 二 da 十 db, dla—b)=da—dadb. (你 既 可 以 从 零 开 始 推 
时 出 第 三 个 公式; 也 且 以 运用 @ 一 机 二 48= 太 一 等 起 。 当然 这 个 公式 
本 来 就 是 显而易见 的 。) 


变量 相 乘 : dlab) = a 也 上 + da. (特别 地 ， 对 于 任意 常数 c， 我 们 都 有 
d(cw)=c du 成 立 。 ) 








] a bda—a db 
变量 相 除 ，\5/ 号 
正弦 余弦: dlsinw) = coswdw, dlcosw) = — sinwdw. 


变量 的 雷 ，d(w”) = nw”1dw 成 立 ， 其 中 为 2,3,4,… 





当然 ， 后 面 我 们 还 会 同 这 一 列表 中 添加 一 些 公式 ， 只 不 过 数量 不 会 大 

多 。 目 前 已 知 的 这 些 公式 已 经 可 以 说 非常 强大 了 ， 我 们 几乎 可 以 利用 这 
些 公式 计算 任何 我 们 能 够 想到 的 变量 组 合 的 微分 。 下 面 我 们 来 看 一 些 例 
子 : 


kt 


用 二 aid(b’) 十 pdl a ) 
= a3.2b db+b.3ada 


一 3a2b2da + 2a3b db. 


dl asb 

















1 9 了 
一 一 一 d{u” 十 2) 2u cu 十 2 dv 
dlvVat2 十 12) 一 一 
， Dp ) 1 口 、/ 可 可 
2V2< 十 了 2VW412< 十 了 
u U 
= 一 一 (十 一 一 好) 
/5 了 /9 了 
V12< 十 了 Vu 二 + 
Sin tw cosw dlsin1w) — sinwadlcos?w) 
d 一 
COS UW COS2 1 
» 4 ss 0 
Cos’ wadtw + sin* tw dw 
COS2 1 
dw 
— 5 & 
COS* 10 


有 时候， 我 认为 微分 算 子 与 作用 于 复杂 的 大 分 子 上 的 酶 有 些 类 似 ( 而 变 
量 本 身 则 作为 组 成 大 分 子 的 原子 ) 。 比 如 ， 如 果 x 和 y 是 原子 ， 那 么 我 
们 就 可 以 构造 出 (ycos Vz) 这 样 复杂 的 分 子 。 同 时 ， 我 们 可 以 认为 它 是 按 
照 如 下 的 层次 结构 构造 出 来 的 ， 从 变量 x 开始 ， 接 着 求 它 的 平方 根 ， 然 
后 求 余 拒 ， 再 乘 以 y， 最 后 再 求 整 个 表达 式 的 立方 。 因 此 ， 从 结构 上 来 
看 ， 我 们 可 以 认为 它 是 一 个 立方 。 也 就 是 说 ， 我 可 以 故意 看 不 清楚 〈 不 
妨 这 样 假定 ) ， 认 为 它 是 (blah)3， 这 里 ， 我 们 暂时 忽略 “blah” 表 示 的 到 
底 是 什么 这 个 细节 。 这 样 ， 微 分 算 子 “ 酶 * 就 可 以 工作 了 ， 即 


d{(blah)’) = 3(blah)*d(blah). 

这 是 因为 do ) = 3w*dw 对 于 任意 变量 w 都 是 成 立 的 ， 而 无 论 w 看 起 来 是 
什么 样子 。 也 就 是 说 ， 微 分 算 子 并 不 会 天 心 “blah” 是 什么 ， 而 只 会 关注 
自己 的 工作 ， 即 一 步 步 地 揭 开 分 子 组 成 的 奥秘 。 (这 一 过 程 通常 称 之 为 
链 式 法 则 。 ) 
接 下 来 的 问题 则 是 计算 d (blah)。 由 于 blah 本 身 就 是 一 个 乘积 ， 即 ycos V7 
， 因 此 运用 乘法 法 则 后 ， 我 们 有 

dlblahy) = dly COS VT) = 入 dlcos VI) 十 COS Vrdy. 
这 样 我 们 就 揭 开 了 这 个 分 子 的 下 一 层 结构 。 接 下 来 ， 我 们 则 需要 分 解 
dlcos VI) ， 我 们 有 




















clcos VI) 一 — sin Vrd | VI). 


最 后 ， 根 据 本 市 开始 时 所 列 出 的 微分 公式 ， 我 们 有 














将 所 有 的 步 又 综合 在 一 起 并 里 新 用 变 最 x 和 y 来 表示 ) ， 我 们 有 如 下 


等 式 ; 


本 Pe we sy 二 ysin VT 
d{((y cos VI)) = 3(y cos Vr) (ee VTay 一 sd) 


pA V I 





原则 上 ， 通 过 对 所 有 的 项 进行 化 简 一 直到 它 成 为 只 取决 于 “原子 ”变量 本 
号 的 微分 ， 我 们 就 可 以 计算 出 由 变量 所 组 成 的 任意 表达 陈 的 微分 ， 即 使 
古 那 些 最 复杂 的 表达 式 。 设 想 一 下 ， 要 是 我 们 还 用 手工 方法 来 计算 相对 
速度 ， 即 使 变量 增加 一 个 很 小 的 量 然 后 再 试 着 计算 出 大 量 很 小 的 数值 的 
比 的 最 终 取 值 ， 这 个 工作 量 应 该 相当 大 。 而 现在 ， 有 了 微分 算 子 负责 记 
录 务 剖 法 所 得 出 的 结果 ， 我 们 惑 可 以 不 用 再 接触 这 些 繁 琐 的 细 极 未 下 
了 。 想 一 想 ， 这 样 一 来 我 们 节省 了 多 少 工作 量 啊 ! 


这 与 我 们 在 普通 的 算术 运算 中 遇 到 的 情形 十 分 类 似 。 在 算术 运算 中 ， 我 
们 有 一 套用 来 表示 一 定数 目 石子 〈 或 别 的 什么 ) 的 编码 方案 ， 也 惑 是 通 
各 所 说 的 印度 -阿拉 人 数字 序列 〈 例 如 ，231 表 示 的 是 两 个 含 100 个 石子 
的 石子 扒 、 三 个 含 10 个 石子 的 石子 堆 ， 外 加 一 个 石子 ) 。 然 后 我 们 就 可 
以 问 ， 当 我 们 以 不 同 的 方式 重新 安排 组 合 这 些 石 子 堆 时 ， 表 示 石 子 数目 
的 编码 会 表现 出 什么 样 的 性 质 呢 ? 


例如 ， 如 果 有 两 个 分 别 有 231 和 186 个 石子 的 石子 堆 ， 那 么 它们 的 和 的 编 
码 会 是 多 少 昵 ? 也 就 是 说 ， 如 果 我 们 将 这 两 个 石子 堆放 在 一 起 ， 总 共 会 
有 多 少 个 石子 呢 ? 我 敢 肯 定 ， 你 们 都 知道 ， 有 一 个 很 著名 的 系统 可 以 用 
来 进行 这 样 的 计算 : 6 加 1 等 于 7，8 加 3 等 于 11， 进 位 为 1，2 加 1 再 加 进位 
等 于 4， 因 此 答案 是 417。 


这 里 的 关键 是 ， 我 们 并 不 需要 有 任何 实际 的 石子 ， 即 使 只 有 符号 ， 计 算 
(这 个 例子 中 是 加 法 ) 也 是 可 以 进行 的 。 因 此 ， 我 们 不 用 再 把 石子 堆 到 
一 起 ， 然 后 用 手 一 个 一 个 地 数 ， 符 号 系统 可 以 为 我 们 做 这 样 的 事 。( 当 
然 ， 必 须要 有 人 先 发 明 这 样 的 符号 系统 ! ) 


























像 这 样 的 符 写 计算 系统 ， 通 常 称 之 为 运算 (calculus， 拉 丁 语 “ 数 石 

子 ” 的 意思 ) 。 一 个 运算 通常 由 以 下 三 部 分 组 成 : 象征 性 地 表示 相关 对 
象 的 符号 ， 一 组 〈 数 目 可 能 很 少 ) 操作 步骤 〈 如 进位 ) ， 再 加 上 一 组 基 
本 性 质 的 列表 (数目 同样 也 可 能 很 少 ) 比如 说 ， 单 个 数 相 加 的 和 总 
是 确定 的 ， 像 在 十 进 制 中 ，1 加 1 总 会 等 于 2。 其 思路 则 是 利用 运算 步 又 
将 复杂 的 问题 分 解 成 许多 人 简单 的 部 分 ， 然 后 通过 碍 列表 中 的 基本 性 质 来 
Ne (当然 ， 如 果 你 愿意 ， 你 完全 可 以 将 这 些 性 质 记 

二 


例如 ， 初 等 算术 中 的 乘法 运算 ， 就 包含 进位 与 移 位 这 样 一 些 步骤 以 及 名 
声 不 佳 的 乘法 表 。 乘 法 运算 的 神奇 之 处 则 在 于 ， 有 了 乘法 ， 我 们 就 可 以 
简单 快速 地 完成 那些 没有 乘法 时 很 费时 费力 的 计算 。 比 如 计算 1876 乘 
316， 我 们 就 只 需要 操作 一 些 符号 (或 者 ， 让 机 器 来 计算 可 能 是 更 好 的 
方法 ) ， 再 也 不 用 先 费 力 地 摆 出 每 行 316 个 、 共 1876 行 的 石子 ， 然 后 数 
这 堆 石 子 的 个 数 了 。 这 样 看 来 ， 运 算 的 确 是 值得 拥有 的 工具 。 


不 过 它 也 是 一 种 稀罕 之 物 ， 数 学 中 的 大 多 数 问题 是 无 缘 人 至 受 这 样 系统 的 
对 得 的 。 事 实 上 ， 数 学 中 很 多 重大 的 问题 多 半 至 今 仍 然 没 有 解决 ， 而 那 
些 有 所 进展 的 问题 则 需要 我 们 进行 特殊 的 单独 处 理 并 继续 投入 大 量 的 陪 
明 才 智 。 偶 尔 ， 如 果 我 们 因为 一 类 问题 而 发 明了 一 种 新 的 运算 ， 那 总 会 
古 很 重大 的 成 就 。 


现在 ， 我 们 有 了 微分 运算 ， 这 的 确 很 值得 庆祝 一 番 。 微 分 运算 ， 其 实 是 
一 种 系统 的 计算 微分 的 机 械 步 又 ， 它 并 不 需要 “将 石子 堆 在 一 起 ?"， 也 使 
得 我 们 不 必 再 从 零 开始 运 用 穷竭 法 。“ 差 的 计算 ”(calculus 
differentialis 〉 即 微分 学 ， 是 羔 布 尼 次 最 伟大 的 页 献 ， 我 打算 用 本 书 剩余 
的 章节 来 展示 它 怀 人 的 力量 和 广泛 的 通用 性 。 


作为 这 一 新 方法 的 示例 ， 下 面 我 们 来 度量 一 下 螺 线 运动 的 速度 。 






































这 里 的 第 一 个 问题 是 ， 完 竟 我 们 所 说 的 螺 线 运动 指 的 是 什么 样 的 运动 

呢 ? 我 喜欢 认为 它 是 这 样 一 个 点 ， 位 于 一 边 旋 转 一 边 延 伸 的 树 校 的 一 

端 。 为 了 使 问题 简单 ， 我 们 假设 树枝 在 旋转 和 延伸 时 都 是 匀速 的 。 事 实 
上 ， 我 们 不 妨 假定 两 者 都 为 1。 如 果树 校 只 是 简单 地 旋转 ， 那 么 我 们 可 
以 用 标准 的 匀速 圆周 运动 来 描述 它 ， 即 x = cost，y = sint。 不 过 ， 由 于 树 
校 同时 也 在 延伸 ， 因 此 这 一 运动 的 方程 需要 修正 为 


T= C081t. 





y = tsint. 
这 就 是 这 个 问题 最 难 的 部 分 一 一 选择 一 个 模型 并 建立 起 坐标 系 。 这 样 ， 
我 们 束 知 道 了 这 一 摆 线 运动 的 起 点 是 (0,0)， 此 时 t= 0， 而 运动 的 方向 则 
是 道 时 针 。 





上 





当时 间 t= mr 时， 运动 这 一 点 的 位 置 为 (200)。 那 么 ， 这 一 运动 的 速度 是 
多 少 呢 ? 对 运动 的 方程 进行 微分 ， 我 们 就 得 到 了 下 面 这 两 个 等 式 : 





dr = (—tsint + cost)dt. 
dy = (lt cost + sint)dt. 


因此 ， 这 一 运动 在 任意 时 间 t 的 速度 在 水 平 、 垂 直 两 个 方 同 的 分 量 即 
(Zz,y) 为 (cost 一 tsint,sint 十 tcost)。 特别 地 ， 旋 转 满 一 圈 时 (此 时 t= 
2r) ， 运 动 的 速度 为 (1,2)， 所 以 此 时 的 速率 为 v1 + 47 0。 








1 2 
证 明 这 一 螺 线 运动 与 方程 为 x = 如 “一 于 的 抛物 线 运动 的 速率 总 是 相 
等 的 。 
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现在 ， 我 们 终于 有 了 一 种 简单 可 靠 的 方法 ， 可 以 度量 一 组 相互 关联 的 数 
值 变量 之 间 的 相对 速度 了 。 特 别 值得 一 提 的 是 ， 我 们 已 经 完全 解决 了 速 
度 的 度量 问题 。 给 定 任 意 的 运动 〈 也 就 是 一 组 与 时 间 有 关 的 变量 ， 以 及 
表示 这 种 相关 性 的 方程 ) ， 我 们 都 可 以 直接 对 运动 的 方程 应 用 微分 算 
子 ， 然 后 根据 微分 运算 法 则 计算 出 等 于 dxwdt 之 比 的 速度 的 分 量 z。 


仅仅 这 一 点 ， 似 乎 如 已 经 足以 作为 人 们 曾经 为 微分 学 的 发 展 付出 巨大 努 
力 〈 包 括 概念 和 技术 这 两 方面 ) 的 理由 了 。 但 事实 上 ， 不 只 是 速度 ， 几 
乎 所 有 的 度量 问题 都 可 以 用 变量 和 微分 来 表示 ， 同 时 微分 学 还 使 得 我 们 
可 以 很 容易 地 解决 其 中 的 很 多 问题 。 (当然 ， 我 则 认为 ， 微 分 思想 本 寺 
的 美妙 和 深刻 才 是 我 们 需要 为 之 努力 的 真正 的 理由 。) 


特别 地 ， 还 在 微分 学 太 展 的 早期 ， 人 人们 就 已 经 发 现 这 些 方 法 也 可 以 用 来 
解决 古典 几何 学 中 的 问题 ， 也 束 是 角度 、 长 度 、 面 积 和 体积 的 度量 问 
题 。 从 很 多 方面 来 说 ， 这 都 是 非常 令 人 惊奇 的 。 毕 部 ， 微 分 表示 的 是 变 
量 的 瞬时 速度 ， 而 几何 量 则 是 固定 不 变 的 。 


在 前 面 的 章节 中 ， 我 们 提 到 了 阿 基 米 德 度 量 抛物 线 的 问题 ， 他 发 现 了 下 
面 这 个 十 分 漂亮 的 结果 : 如 果 长 方形 中 有 一 条 抛物 线 〈 如 下 图 所 示 ) ， 
人 
上 的 三 外 有 二 



































阿 基 米 德 将 抛物 线 所 围 的 区 域 切 分 成 近似 的 三 角形 ， 再 巧妙 地 组 合 这 些 
三 角形 ， 然 后 用 穷竭 法 证 明了 这 个 结论 。 这 个 证 明 堪 称 古 典 技 术 的 杰 


作 ， 不 过 它 涉 及 的 细节 却 相 当 复 杂 。 下 面 ， 我 想 向 你 展示 另外 一 种 不 同 
的 证 明 方法 。 


与 往常 一 样 ， 我 们 先 建 一 个 坐标 系 来 描述 这 一 抛物 线 ， 其 中 坐标 轴 的 选 
择 需 要 考虑 抛物 线 的 对 称 性 ， 而 单位 的 选择 则 试图 使 抛物 线 的 方程 尽 可 
能 简单 ， 即 y = x*。 因 此 ， 我 们 建立 了 如 下 图 所 示 的 坐标 系 : 


k 
=x 


X 


这 样 一 来 ， 抛 物 线 的 形状 就 由 两 个 抽象 的 数值 变量 x 和 y 以 及 它们 之 间 的 
关系 决定 了 。 这 里 关键 的 思路 是 ， 我 们 不 再 切 抛物 线 上 茶 个 固定 的 点 来 
形成 被 包围 的 区 域 ， 而 是 设想 切 抛物 线 的 这 一 点 是 运动 的 ， 这 样 抛物 线 
所 围 区 域 的 面积 就 成 为 变量 了 。 





当 这 一 点 沿 抛物 线 运 动 时 ， 所 围 区 域 的 面积 就 会 发 生变 化 。 因 此 ， 我 们 
的 问题 不 再 仅仅 是 确定 茶 个 特定 的 抛物 线 区 域 的 面积 ， 而 是 需要 度量 所 
有 这 样 的 抛物 线 区 域 的 面积 。 换 句 话说 ， 我 们 关注 的 是 抛物 线 被 切断 的 
位 置 与 抛物 线 所 围 区 域 面积 之 间 的 关系 。 


如 宁愿 意 ， 我 们 可 以 将 抛物 线 当 作 一 个 慢 慢 充满 茶 种 液体 的 碗 。 











随 痢 碗 中 液体 位 置 的 上 升 ， 液 体 的 面积 也 在 增加 《这 里 的 液体 是 想象 的 
二 维 液体 ) ; 因此 ， 我 们 的 问题 残 变 成 : 液体 的 面积 怎样 取决 于 液 位 的 


高 度 ? 


这 里 的 关键 是 ， 面 积 现在 是 变量 了 ， 因 此 它 也 有 了 变化 的 速度 。 也 就 是 
说 ， 这 里 的 面积 不 再 是 冰冷 的 、 军 无 生气 的 面积 ， 只 是 在 那儿 静 静 地 符 
者 ; 它 变 成 了 活跃 的 、 令 人 兴奋 的 面积 。 同 时 由 于 古 液体 原本 残 能 够 流 
动 ， 因 此 面积 也 就 有 了 和 微分。 下面 ， 我 们 来 看 看 能 售 得 出 液体 面积 和 液 
面 高 度 这 两 者 之 间 的 关系 。 


让 我 们 回 到 抛物 线 的 坐标 进行 观察 ， 我 们 可 以 发 现 ， 在 这 一 运动 过 程 中 
的 任意 时 刻 ， 都 有 三 个 相关 的 变量 ， 即 x、y 和 面积 A。 现 在 我 们 要 解决 
的 问题 ， 则 是 找 出 这 三 个 变量 之 间 的 准确 关系 。 
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A 


如 果 我 们 哆 动 一 下 抛物 线 “ 这 只 碗 ”， 那 么 切割 的 这 一 点 就 会 有 所 移动 ， 
因此 x、y 和 面积 A 都 会 有 微小 的 变化 。 


面积 的 变化 AA 看 起 来 就 是 上 图 中 所 示 的 细 长 条 的 面积 ， 它 会 是 多 大 
呢 ? 直观 上 ， 我 们 会 认为 它 的 面积 与 和 它 等 高 等 宽 的 矩形 的 面积 相当 ， 
也 就 是 大 约 等 于 2xAy。 


Zw Vr) 
下 
Ay 
J 
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更 准确 地 说 ， 这 个 《左右 两 边 是 曲线 的 ) 长 条 的 面积 必然 要 比 它 内 部 的 
和 矩形 面积 2xAy 稍微 大 一 点 ， 比 它 外 部 的 矩形 面积 20x + Ax )Ay 稍微 小 一 
点 。 这 就 意味 着 有 下 面 这 个 不 等 式 成 立 

2TAylt; AAlt; 2(7 + AT)AY. 


当然 ， 这 三 个 量 都 接近 于 0， 不 过 它们 的 相对 比值 却 并 不 是 。 特 别 地 ， 
AA/Ay 处 在 另外 两 个 值 之 间 ， 即 











A 入 A 
27Tlt: 一 一 上 2(7 十 Arzr). 
Ay 


既然 上 界 和 下 界 都 与 同一 个 值 即 2x 接近 ， 因 此 AA/Ay 必然 也 接近 于 这 个 
值 ， 即 


另 一 方面 ， 作 为 变量 A 和 y 的 微小 变化 的 比值 ，AA/Ay 必然 也 接近 于 这 
两 个 变量 微分 的 真正 比值 。 因 此 ， 我 们 有 dA/dy = 2x。 等 式 两 边 同 时 乘 
以 dy， 我 们 就 得 到 了 抛物 线 所 围 面积 的 微分 方程 ， 即 


dA = 27 dy. 


实际 上 ， 在 AA 和 Ay“ 刚 好 消失 之 时 ” 即 特别 小 的 时 候 ， 和 矩形 面积 的 约 等 
式 AA xs 2xAy 会 变 成 严格 的 等 式 dA = 2x dy。 


通过 这 个 等 式 ， 我 们 知道 了 面积 A 是 怎样 取决 于 x 和 y 的 。 稍 显 不 足 的 

是 ， 它 有 些 间 接 ， 我 们 需要 通过 变量 的 微分 来 获得 有 关 变 量 的 信息 。 相 
对 于 速度 问题 ， 这 是 一 个 相反 方 癌 的 问题 : 这 里 不 再 是 已 知 运动 求 速 

度 ， 而 是 已 知 运动 的 速度 ， 想 通过 速度 信息 来 复原 原来 变量 之 间 的 关 

系 。《〈 早 在 十 七 世纪 ， 寓 马 等 人 就 发 现 面 积 的 度量 与 速度 的 度量 是 两 个 
相反 方向 的 问题 ， 而 速度 反而 与 斜率 有 关 ; 不 过 直到 微分 学 兴起 之 后 ， 
人 们 才 开 始 关 注 这 个 问题 。) 


因此 ， 我 们 发 现 ， 上 度量 抛物 线 区 域 面 积 〈 也 可 以 是 任何 面积 ) 的 问题 现 
在 已 经 转化 为 求解 微分 方程 的 问题 。 也 就 是 ， 我 们 必须 要 知道 变量 A 
与 x 和 y 到 后 有 什么 样 的 关系 ， 从 而 当 我 们 对 它 进行 微分 时 ， 我 们 能 够 
得 到 上 面 的 微分 方程 。 


结果 表明 (至少 对 这 个 例子 来 说 )， 这 个 问题 并 不 是 很 难 解决 。 抽 象 地 
看 ， 其 实 这 里 只 有 下 图 所 示 的 三 个 变量 和 两 个 等 式 。 















































第 一 个 等 式 表 明了 我 们 正在 度量 的 形状 ， 而 第 二 个 等 式 则 来 自 于 我 们 的 
几何 推理 。 此 时 ， 我 们 可 以 完全 坊 邱 这 一 问题 的 来 源 和 诱因 ， 而 将 它 看 
成 是 关于 三 个 变量 的 完全 抽象 的 问题 。 那 么 ， 我 们 怎样 用 x 和 y 来 表示 A 
呢 ? 





第 一 步 ， 我 们 可 以 先 将 y 从 微分 方程 中 去 掉 ， 毕 竟 我 们 知道 它 就 是 六。 
因此 ， 我 们 可 以 这 一 微分 方程 重新 表示 为 


dA = 27 dy = 27 dl T2)] = 472d7r. 


这 样 ， 我 们 现在 的 问题 就 纯粹 是 关于 微分 方程 的 技术 问题 了 。 到 底 A 是 
什么 才能 使 44 = 4r*dr? 这 里 ， 我 们 想 知道 的 不 再 是 怎样 求 变量 的 某 个 
特定 组 合 的 微分 ， 而 是 想 知道 怎样 进行 微分 的 反方 同 操 作 。 


这 其 实 是 数学 中 的 一 个 重大 主题 。 如 果 一 个 操作 很 有 意思 ， 那 么 与 它 相 
反方 向 的 操作 通常 也 总 会 很 有 意思 。 比 如 ， 有 了 加 法 ， 人 们 就 会 有 做 加 
法 反方 向 的 操作 〈( 即 减法 ) 的 想法 ， 既 然 可 以 求 平方 ， 那 么 求 平 方 根 自 
然 也 是 可 以 的 ， 其 他 运算 依 此 类 推 。 这 样 的 行为 是 可 以 从 语言 中 找到 原 
因 的 。 任 何 可 以 被 描述 的 运算 或 者 过 程 总 是 会 引起 语言 的 扩展 ， 有 了 这 
种 新 的 表达 能 力 后 ， 我 们 就 可 以 用 它 来 提问 了 《比如 多 少 加 7 等 于 

11? ) ， 而 我 们 的 好 奇 心 又 总 是 会 驱使 我 们 反 转 这 一 过 程 。 好 比 你 打 了 
一 个 结 后 ， 你 可 能 立即 会 有 解 开 这 个 结 的 想法 (或 者 至 少 是 有 产生 这 种 
想法 的 可 能 ) 。 从 这 种 观点 来 看 ， 我 们 可 以 发 现 算术 和 代数 基本 上 是 相 
反方 向 的 运算 。 举 例 来 说 ， 算 出 1 + 1 等 于 2 是 算术 运算 ， 根 据 1+x 等 于 
2 算出 x= 1 就 是 代数 运算 了 。 


总 之 ， 这 里 我 们 遇 到 了 一 个 无 论 是 实践 上 还 是 理论 上 都 很 有 意思 的 问 
题 : 我 们 怎样 对 表达 式 进行 微分 运算 反方 问 的 操作 呢 ? 络 果 表明 ， 与 微 
分 的 情况 相反 ， 并 不 存在 一 种 这 样 的 运算 。 也 就 是 说 ， 并 不 存在 一 种 系 
统 的 、 按 部 就 班 的 求解 微分 方程 的 步骤 。 不 过 ， 这 并 不 是 次 在 很 多 情况 
下 《也 包括 现在 这 个 例子 ) 我 们 不 能 够 成 功 求 解 微分 方程 ， 而 是 次 没有 
通用 的 总 是 能 够 成 功 的 求解 公式 。 


因此 ， 求 解 微分 方程 可 以 说 是 一 种 艺术 ， 想 象 和 直觉 所 发 挥 的 作用 不 会 
亚 于 我 们 所 掌握 的 计算 技巧 。 这 既 让 人 诅 丧 《〈 因 为 这 意味 着 我 们 无 法 解 
决 很 多 我 们 特别 感 兴趣 的 问题 ， 又 让 人 人 着迷。 无 论 我 们 多 聪明 ， 也 无 
论 我 们 抓 得 多 么 紧 ， 数 学 总 是 能 够 从 我 们 的 指 缝 间 溜 走 。 


这 与 处 理 数 值 时 我 们 遇 到 的 情形 十 分 类 似 ， 我 们 可 以 求 任何 分 数 的 平 

方 ， 但 求 平 方 根 时 ， 我 们 却 会 遇 到 不 能 够 用 分 数 表示 的 数值 即 无 理 数 。 
微分 运算 也 是 这 种 情况 : 只 有 在 最 幸运 的 情况 下 ， 我 们 才能 够 明确 地 确 
定 微分 方程 的 解 ， 大 部 分 情况 下 ， 我 们 只 能 得 到 间接 的 描述 〈 如 “平方 
征 2 的 数 "这 样 的 描述 ) 。 





























笠 运 的 是 ， 抛 物 线 这 个 例子 并 不 属于 大 部 分 情况 ， 而 是 那些 我 们 能 够 求 
解 的 少数 情况 之 一 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 求 出 44 = 47"dzr 这 一 微分 方程 的 
解 ， 从 而 确定 抛物 线 所 围 区域 的 面积 。 (当然 ， 是 因为 阿 基 米 德 曾经 求 
出 了 这 一 面积 ， 所 以 我 们 才 这 样 肯定 ! ) 不 仅 如 此 ， 我 甚至 可 以 给 出 一 
种 通用 的 求解 微分 方程 的 方法 一 一 猜测 ， 当 然 ， 这 个 方法 并 不 总 是 能 够 
成 功 〈 甚 至 连 经 常 成 功 也 说 不 上 ) 。 这 里 所 说 的 猜测 ， 并 不 是 随机 地 、 
宣 无 根据 地 瞎 猜 ， 而 是 依据 经 验 和 悟性 而 做 出 的 聪明 的 、 理 智 的 猜测 。 
坚 无 疑问 ， 求 解 微分 方程 的 经 验 越 多 ， 所 做 的 猜测 就 可 能 越 准确 。 


比如 ， 经 验 告诉 我 对 47 dz 进行 微分 运算 的 逆 运 算 很 可 能 会 涉及 之 ， 因 为 
我 知道 dlz ) = 37 民 。 事 实 上 ， 知 道 了 这 一 点 后 ， 我 就 明白 了 接 下 来 要 
怎样 做 。 既 然 我 们 要 求解 的 47 dr 只 是 已 知 的 3z*dz 的 常数 倍 ， 所 以 我 需 


要 做 的 只 是 相应 地 调整 一 下 猜测 ， 即 我 需要 将 猜测 修正 为 3”。 不 出 所 


料 ， 
d (3) 二 3 .3z2dz = 4r2dr. 
因此 ， 我 们 可 以 将 抛物 线 所 围 区 域 面积 的 微分 方程 重新 表示 为 


4 。 
dA=d ( 3 ) . 
3 


a 

到 了 这 里 ， 我 也 很 想 我 们 就 此 能 够 得 出 A 必然 与 3 ”完全 相等 的 结论 ， 

而 且 实际 上 也 的 确 是 这 样 ， 不 过 对 于 这 样 的 推理 我 们 必须 要 更 谨慎 一 

些 。 我 们 不 能 因为 两 个 变量 有 着 同 样 的 微分 束 断 定 这 两 个 变量 是 相等 

的 ， 比 如 一 辆 汽车 与 它 的 挂车 的 速度 总 是 相等 的 ， 但 两 者 的 位 置 却 并 不 
相等 。 这 也 与 求 平方 和 平方 根 的 情况 很 类 似 : 4 与 -4 的 平方 相等 ， 但 它 
们 本 里 却 并 不 相等 。 这 里 的 关键 是 ， 与 平方 运算 一 样 ， 微 分 运算 同样 也 
会 丢失 信息 。 因 此 ， 当 我 们 进行 相反 的 运算 过 程 时 ， 总 是 会 存在 一 些 不 
确定 的 地 方 。 


特别 地 ， 由 于 对 任意 常数 c 都 有 d (c ) = 0 成 立 ， 因 此 我 们 是 无 法 区 分 d (w 
) 与 d(w+c) 的 。 换 名 话说 ， 兰 总 为 钊 数 的 两 个 变量 总 是 会 有 相同 的 微 
分 。 两 个 变量 要 想 拥 有 相同 的 微分 ， 这 是 唯一 的 可 能 吗 ? dw = 0， 是 舍 
一 定 意 味 着 w 必 然 是 一 个 常数 呢 ? 的 确 如 此 ! dw = 0 这 一 方程 的 意思 就 






































是 w 根 本 束 是 静止 的 。 因 此 ， 如 果 变 量 a 和 b 有 相同 的 微分 即 da = qb， 
那么 我 们 有 

dla—b)= da—db= 0. 
这 说 明 a -b 必然 是 常数 。 这 也 就 是 说 ， 在 进行 与 微分 运算 相反 的 运算 
时 ， 会 存在 一 些 不 确定 的 地 方 ， 不 过 不 会 太 多 。 与 数 有 两 个 平方 根 一 
样 ， 在 对 微分 方程 进行 求解 时 ， 我 们 也 会 得 到 无 穷 多 个 答案 ， 不 过 所 有 
这 些 答案 都 只 相差 一 个 常数 。 
因此 ， 虽 然 我 们 不 能 够 从” ”3 这 一 微分 方程 直接 得 出 A 必然 等 于 
3” 这样 的 结论 ， 但 我 们 还 是 能 够 得 出 下 面 这 样 的 结论 : 这 两 者 最 多 相 
过 一 个 常数 >; 因 


4 ， 
= 


37 二 常数 . 
仅 根据 微分 方程 ， 我 们 最 多 只 能 够 得 出 上 面 这 样 的 结论 。 正 如 我 们 不 能 
够 仅仅 根据 速度 计 来 判断 我 们 是 在 汽车 里 还 是 在 汽车 后 面 的 挂车 里 一 
样 ， 仅 仅 根据 微分 方程 就 想 去 掉 右 边 的 常数 同样 也 是 不 可 能 的 。 之 所 以 
有 这 种 不 确定 性 ， 是 因为 我 们 的 几何 论证 仅仅 考虑 了 面积 的 变化 ， 而 没 
有 考虑 我 们 从 哪里 开始 度量 面积 。 


事实 上 ， 我 们 的 确 还 掌握 一 点 更 多 的 信息 ， 这 就 是 人 们 通常 所 说 的 初始 
条 件 。 我 们 知道 ， 在 抛物 线 的 顶点 处 ， 变 量 x 和 A 都 等 于 0。 既 然 上 面 的 
方程 表示 的 是 变量 x 和 A 在 任意 时 刻 的 关系 ， 因 此 在 顶点 处 这 一 方程 仍 
然 古 成 并 的 。 这 就 意味 看 ， 这 个 假定 存在 的 ) 种 数 事实 上 必然 竺 于 


0。 至 此 ， 我 们 终于 得 出 了 ””3” 这 一 结论 。 
一 般 来 说 ， 求 解 微分 方程 通常 有 下 面 这 两 个 步 又， 通过 聪明 的 猜测 外 加 


修正 得 到 人 们 所 称 的 通 解 ， 然 后 再 利用 变量 的 特殊 值 ， 通 党 是 初始 值 ， 
来 明确 那些 不 确定 的 常量 。 
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回 到 前 面 所 建立 的 坐标 ， 我 们 可 以 看 到 包含 我 们 一 直 在 讨论 的 抛物 线 区 
人 
比 头 
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col 心 


尼 
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既然 这 个 比值 与 任何 单位 都 无 关 ， 因 此 我 们 现在 可 以 扔 掉 前 面 所 用 到 的 
所 有 辅助 手段 了 ， 包 括 坐 标 系 、 变 量 、 方 程 以 及 其 他 的 辅助 手段 ， 我 们 
可 以 简单 地 说 〈 就 像 阿 基 米 德 那样 ) ， 抛 物 线 所 围 区 域 的 面积 总 是 等 于 
它 所 在 矩形 面积 的 三 分 之 二 。 








如 上 图 所 示 ， 倾 斜 的 抛物 线 区 域 的 面积 是 多 少 ? 


22 


现在 ， 让 我 们 稍微 回 过 头 来 想 一 想 刚才 都 发 生 了 什么 。 不 过 ， 我 不 想 让 
我 们 大 的 思路 迷失 在 计算 的 细节 之 中 。 这 里 的 重点 是 ， 我 们 其 全 可 以 将 
微分 方法 应 用 到 像 几何 量 的 度量 这 样 看 起 来 静止 的 对 象 上 。 其 中 最 关键 
的 思路 是 ， 使 我 们 要 度量 的 量 运 动 起 来 。 微 分 学 的 所 有 应 用 ， 包 括 几 

何 、 数 学 物理 、 电 机 工程 以 及 其 他 应 用 等 ， 孝 可 以 归结 到 这 个 思路 上 

来 。 如 果 你 想 度 量 茶 个 事物 ， 那 么 首先 你 需要 使 它 运 动 起 来 。 一 旦 运动 
了 起 来 ， 它 就 会 有 运动 的 速度 ， 这 样 一 来 ， 只 要 我 们 比较 半 运 〈 通 各 我 
们 都 会 很 幸运 ) ， 我 们 就 能 够 得 出 茶 种 形式 的 微分 方程 ， 它 描述 了 我 们 


要 度量 的 量 的 运动 方式 。 


这 就 意味 着 ， 对 上 度量 的 研究 最 终 会 转化 为 对 微分 方程 的 研究 (多边形 的 
度量 也 就 是 三 角 学 很 可 能 是 一 个 例外 ， 因 为 我 们 可 以 用 更 简单 的 方 
法 ) 。 微 分 方程 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 “以 及 它们 是 否 能 够 被 明确 地 
描述 ) ， 曾 经 是 十 八 世 纪 的 数学 关注 的 主要 问题 ， 现 在 也 仍然 是 一 个 很 
活跃 的 数学 研究 领域 。 


前 面 度 量 抛物 线 所 围 区 域 的 面积 时 ， 我 们 所 用 的 获得 微分 方程 的 方法 实 
际 上 很 通用 的 。 它 由 以 下 三 个 步骤 组 成 。 首 先 ， 找 到 一 种 可 以 将 我 们 要 
度量 的 面积 看 成 是 变量 的 简单 方法 ， 也 就 是 说 ， 我 们 要 让 面积 运动 起 
来 。 然 后 ， 用 坐标 变量 的 变化 来 估算 面积 的 变化 。 最 后 ， 使 所 有 微小 的 
变化 接近 于 0， 这 样 第 二 步 中 我 们 的 估算 融 变 成 了 关于 瞬时 速度 的 严格 
等 式 ， 也 就 是 微分 方程 。 


举例 来 说 ， 比 如 我 们 想 要 度量 下 图 所 示 的 财 合 曲线 所 包 半 的 面积 。 















































有 一 种 简单 的 方法 可 以 使 我 们 要 上 度量 的 面积 运动 起 来 ， 那 就 是 选择 一 个 








方向 ， 然 后 按照 这 个 方 癌 去 “扫描 ”面积 ， 就 好 像 我 们 在 使 曲线 通过 扫描 
仪 。 
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这 样 一 来 ， 面 积 这 个 变量 就 取决 于 扫描 线 的 位 置 。 下 面 我 们 用 w 来 表示 
扫描 线 的 位 置 《也 惑 是 到 目前 为 止 扫描 过 的 区 域 的 宽度 ) ， 同 时 用 A 来 
表示 扫描 过 的 面积 。 在 任意 给 定 的 时 刻 ， 我 们 都 会 有 一 条 横 截 线 的 长 
度 ， 假 定 用 1 表示。 这样 ， 当 扫描 仪 移动 时 ， 变 量 w、! 和 A 就 会 及 生 变 


化 ， 
pp 


当然 ，w 和 1 关联 的 方式 是 取决 于 曲线 的 形状 的 〈 事 实 上 ， 这 两 者 之 间 
的 关系 就 决定 了 曲线 的 形状 ) 。 如 采 扫 描 仪 的 位 置 发 生 细微 的 变化 ， 比 
如 说 从 w 移动 到 w+ Aw， 那 么 长 度 和 面积 A 也 会 相应 地 有 所 变化 。 








el 


当 这 些 值 的 变化 都 特别 小 时 ， 面 积 的 变化 AA 基本 上 惑 是 宽 为 Mw、 蜗 为 
的 细 长 的 矩形 的 面积 。 因 此 ， 我 们 有 下 面 这 样 一 个 近似 ， 即 


AA TAw. 


表达 这 种 近似 关系 的 万 外 一 种 方式 则 是 ， 从 东 种 意义 上 来 说 ，AA/Aw 不 
是 这 个 小 的 扫描 区 间 内 横 截 线 的 “和 平均” 长度， 因此 ， 它 必然 近似 地 等 于 
1。 当 然 ， 随 着 扫 搬 区间 的 客 度 越 来 越 接 近 于 0， 小 长 条 的 面积 AA 也 变 
得 越 来 越 小 ， 这 一 平均 长 度 就 会 越 来 越 精确 地 接近 于 1 。 因 此 ， 我 们 得 
出 了 如 下 形式 的 微分 方程 : 





dA 一 ! dw. 


这 一 方程 所 表达 的 意思 是 ， 已 扫描 区 域 面 积 的 变化 速度 就 等 于 横 截 线 的 
长 度 与 扫描 速度 的 乘积 。 看 到 这 样 的 表述 ， 你 是 否 想起 了 则 普 斯 原理 ? 
莱 布 尼 次 本 人 的 观点 是 ， 已 扫描 的 区 域 是 由 无 数 多 个 特别 细 长 的 窍 形 组 
成 的 ， 因 此 上 述 的 微分 方程 本 质 上 融 是 矩形 面积 等 于 “长 乘 蜗 ?这 一 公式 
在 无 穷 小 情况 下 的 表示 。 


无 论 你 想 怎样 解释 ， 上 面 这 一 微分 方程 都 是 非常 典型 的 。 我 们 可 以 说 ， 

这 一 结论 对 于 任意 曲线 、 任 意 扫描 方 癌 都 是 成 立 的 。 也 正 是 因为 这 一 

扩 ， 所 以 我 们 需要 明知 地 选择 扫描 方 铝 ， 这 样 才能 够 得 到 尺 可 能 简单 的 
微分 方程 。 (特别 地 ， 我 们 的 选择 将 会 决定 w 和 1 到底 有 什么 样 的 精确 
关系 ， 而 这 两 者 的 关系 会 对 我 们 是 否 能 够 求解 所 得 到 的 微分 方程 产生 极 
大 的 、 微 妙 的 影响 。) 


下 面 让 我 们 来 看 一 个 很 好 的 示例 ， 用 这 种 方法 去 度量 正弦 拱 的 面积 ， 也 
就 是 如 下 图 所 示 的 正弦 曲线 y=sinx 的 一 拱 。 





























这 里 ， 我 们 选择 水 平地 扫描 是 很 有 道理 的 ， 因 为 这 样 扫描 线 的 位 置 就 是 
坐标 x 本 映 〈 从 0 运动 到 n) ， 而 横 截 线 的 长 度 则 是 sinx。 因 此 ， 我 们 有 
如 下 关于 面积 的 微分 方程 : 





dA = sinr dr. 


A = cosx 是 这 个 微分 方程 解 的 合理 的 猜测 ， 不 过 实际 上 (根据 前 面 的 运 
算 ) 我 们 有 d(cos7) = 一 sinz dz， 因此， 这 个 解 还 差 一 个 负 号 。 所 以 A = 
-cosx 是 方程 的 解 。 显 然 ， 这 样 的 解 还 差 一 个 积分 常量 。 好 在 根据 初始 
条 件 x= A= 0， 我 们 能 够 计算 出 这 个 积分 常量 必然 是 1。 因此， 我们 有 


A=1— cosz. 


这 样 ， 无 论 扫描 线 位 于 什么 位 置 ， 我 们 都 能 够 根据 这 一 公 陈 计算 出 扫描 
过 的 面积 。 特 别 地 ， 当 x = 7 时 ， 我 们 就 得 到 了 下 面 这 个 十 分 漂 腕 的 结 
朱 ， 即 一 个 完整 的 正弦 拱 的 面积 正好 等 于 


1—cosTtT=1—{(—1)=2. 


结果 竟然 如 此 漂亮 ! 这 样 的 结果 也 总 让 我 觉得 特别 神奇 (如 果 考 虑 到 正 
弦 函 数 的 超越 性 质 的 话 ， 我 还 能 感觉 到 一 些 讽刺 〉。 


下 面 ， 我 们 再 来 看 看 这 种 方法 与 经 典 的 穷竭 法 之 间 的 紧密 关系 ， 我 认为 
理解 这 种 关系 对 我 们 也 很 重要 。 


DD 0 


经 典 的 穷竭 法 的 思路 是 ， 选 择 一 个 方向 ， 然 后 将 我 们 要 度量 的 面积 切 分 








成 很 小 的 近似 的 窍 形 。 如 果 极 为 幸运 的 话 ， 我 们 就 有 可 能 党 察 出 这 些 近 
似 值 的 模式 并 计算 出 它们 的 最 终 取 值 。 如 果 采 用 了 微分 的 方法 ， 那 么 我 
们 并 不 需要 很 聪明 ， 我 们 只 需要 写 出 微分 方程 ， 然 后 让 微分 运算 来 做 所 
有 的 模式 处 理工 作 。 这 样 ， 难 点 束 不 再 是 剖 分 多 边 形 和 近似 值 中 有 关 模 
式 的 细节 ， 而 是 求解 微分 方程 了 。 这 样 的 转换 几乎 总 是 值得 的 。 因 为 即 
使 不 考虑 拉 术 细 市 ， 微 分 方法 至 少 是 完全 通用 的 ， 而 经 典 的 穷竭 法 则 不 
然 ， 每 遇 到 一 种 新 的 形状 ， 都 需要 有 专门 的 、 特 殊 的 方法 去 处 理 。 


因此 ，“ 石 子 与 符号 ”这 样 的 类 比 是 十 分 恰当 的 。 经 典 的 穷竭 法 就 像 是 在 
处 理 大 量 的 石子 堆 ， 而 微分 方法 则 像 是 在 加 一 列 一 列 的 数字 ， 我 们 甚至 
可 以 制造 机 器 来 帮 我 们 进行 这 样 的 计算 。 这 与 数学 中 所 谓 几 何 学 算术 化 
(arithmetization of geometry) 这 一 历史 大 趋势 相 吻 合 : 形状 变 成 了 数值 
模式 ， 形 状 的 度量 则 使 用 微分 方程 。 


你 能 够 构造 出 已 扫描 区 域 的 体积 的 微分 方程 吗 ? 它 与 卡 瓦 列 里 原理 相 
比 怎么 样 呢 ? 











请 证 明 ， 上 图 所 示 的 抛物 面 〈 由 抛物 线 绕 着 它 的 轴 旋 转 而 成 ) 与 圆柱 
体 上 后面 所 围 区 域 的 体积 正好 等 于 圆柱 体 体积 的 一 半 。 





ee 
只 吗 ? 








下 面 ， 我 们 来 看 本 节 的 最 后 一 个 例子 ， 用 一 种 很 有 意思 的 方法 来 求 圆 的 
面积 〈 之 所 以 选择 这 个 例子 ， 是 因为 圆 的 面积 同时 也 是 穷竭 法 经 典 的 示 
例 ) 。 我 知道 ， 对 于 圆 我 们 都 已 经 很 了 解 了 《可 以 说 是 了 解 了 我 们 所 能 
够 了 解 的) 。 不 过 这 里 我 想 展示 的 是 ， 即 使 是 旧 的 问题 ， 微 分 方法 也 能 
够 带 给 我 们 新 的 思路 。 有 具体 到 这 个 例子 ， 我 们 不 再 度量 扫描 过 的 面积 ， 
而 是 使 加 的 面积 从 圆心 处 回 外 “生长 ”。 








因此 ， 半 人 径 r 和 面积 4 都 会 是 变量 。 这 样 一 来 ， 当 半径 变 大 时 ， 圆 的 面 
积 的 增 量 就 是 圆 环 的 面积 。 


当 半 径 的 变化 值 Ar 比较 小 时 ， 增 加 的 圆 环 的 面积 可 以 《近似 地 ) 展开 
为 宽 为 Ar、 长 为 圆周 长 度 2rr 的 矩形 。 因 此 ， 我 们 有 AA s 2nrAr， 对 应 
的 微分 方程 则 是 

dA = 27r dr. 
根据 这 一 微分 方程 ， 再 加 上 r= A = 0 这 样 的 初始 条 件 ， 我 们 可 以 计算 出 
面积 A 必然 等 于 我 们 所 预期 的 rr “。 


我 们 可 以 用 类 似 的 方法 度量 出 球体 的 体积 吗 ? 
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因此 ， 各 种 微妙 的 、 漂 亮 的 形状 和 运动 以 及 所 有 那些 关于 它们 的 上 度量 的 
有 趣 的 问题 ， 都 可 以 归结 到 进行 微分 运算 以 及 与 它 相 反方 回 的 操作 上 。 
微分 运算 本 喘 是 将 变量 转化 为 微分 ， 不 过 很 多 十 分 有 意思 的 度量 《比如 
面积 和 体积 的 度量 〉 却 涉及 与 它 相 反方 向 的 操作 。 因 此 ， 从 很 多 方面 来 
说 ， 微 分 运算 的 逆 过 程 更 有 趣 ， 特 别 是 在 微分 本 身 已 经 是 一 种 运算 的 情 
We 


当然 ， 羔 布 尼 次 本 人 的 解释 稍微 有 一 些 不 同 : 他 并 不 认为 dx 是 变量 x 的 
瞬时 速度 (虽然 他 肯定 完全 理解 了 牛顿 的 流 数 理论 ， 而 是 (有 些 神秘 
地 ) 认为 它 是 x 无 穷 小 的 变化 。 下 面 ， 我 们 来 看 一 个 对 我 们 理解 问题 很 
有 帮助 的 类 比 ， 即 认为 x 是 一 组 数字 ， 我 们 通常 所 说 的 离散 变量 : 


0 2 004 2% 
而 dx 则 类 似 于 x 的 两 个 相 邻 取 值 的 差 或 者 说 间隔 的 列表 ， 因 此 我 们 有 
dr :1.2. 一 1.3.1. 一 2...- 


现在 ， 我 们 可 以 认为 微分 运算 的 敢 过 程 就 是 依据 这 些 差 值 去 找 原始 的 数 
值 列表 。 显 然 ， 通 过 累加 和 我 们 惑 可 以 做 到 这 一 点 。 也 就 是 说 ， 如 果 将 
兰 值 列表 中 的 前 n 个 数 相 加 ， 我 们 就 能 够 得 到 原始 的 数值 列表 中 的 第 mt+ 
1 个 数 。 不 过 ， 我 们 需要 注意 的 是 ， 这 里 会 有 一 些 不 确定 性 ， 即 如 果 x 的 
所 有 取 值 都 同时 加 或 者 减 一 个 数 〈 这 里 我 们 假设 x 的 所 有 取 值 都 加 3) ， 
那么 差 值 列表 并 不 会 发 生 什 么 变化 。 所 以 通过 累加 和 ， 我 们 虽然 并 不 一 
定 能 够 准确 地 找 回 原始 的 数值 列表 ， 但 最 坏 的 情况 也 只 是 所 得 到 的 所 有 
数值 都 与 原始 的 数值 相差 一 个 常数 。 


因此 ， 羔 布 尼 次 认为 微分 运算 的 逆 过 程 有 些 类 似 于 求 和 操作 ， 虽 然 这 种 
求 和 操作 比较 奇怪 。 这 种 想法 背后 的 思想 是 ， 我 们 是 在 通过 “平滑 地 ” 相 
加 无 穷 多 个 非常 小 的 兰 值 dx 来 恢复 原始 变量 x 的 值 。 由 于 这 个 原因 ， 羔 
布 尼 次 引入 了 f( 它 是 拉丁 语 “ 和 ”一 词 summa 的 首 字 母 S 很 花哨 的 写法 ) 
来 表示 微分 运算 的 逆 操 作 。 不 管 怎 样 ， 像 平方 根 符号 一 样 ， 这 一 符号 使 
用 起 来 很 方便 ， 也 没有 什么 坏处 。 


事实 上 ， 与 平方 根 的 类 比 很 贴切 ， 这 也 是 我 一 直 在 拿 这 两 者 进行 类 比 的 



































原因 。 假 定 有 这 样 一 个 数 x， 而 且 我 们 知道 2 = 16。 将 这 个 等 式 重 写 为 
z= V16 这 样 的 形式 实际 上 并 不 会 改变 什么 ， 但 它 的 确 为 我 们 提供 了 一 
个 易于 使 用 的 缩写 。 有 了 这 个 缩写 ， 我 们 就 可 以 称 x 为 ~16 的 平方 根 ”， 
而 不 用 再 称 它 为 “平方 等 于 16 的 数 "。 当 然 ， 具 体 到 这 个 例子 ， 我 们 知 
道 x 必 然 等 于 4 或 者 -4。 


类 似 地 ， 如 有 果 变 量 x 和 y 是 通过 一 个 微分 方程 联系 起 来 的 ， 比 如 说 
dy = ridr. 


那么 我 们 融 可 以 用 莱 布 尼 次 引入 的 这 个 符号 将 它 重 新 表示 为 下 面 这 个 让 
人 看 起 来 更 满意 的 形式 ， 即 
Y 一 | ridr7. 


顺便 说 一 句 ， 上 面 等 式 的 右边 通常 读 作 “z?dr 的 积分 ”而 不 是 旧 的 名 

称 “ 和 ”。 (积分 integral 一 词 来 源 于 拉丁 语 integer， 即 “整个 ”的 意思 。) 

羔 布 尼 次 引入 的 这 一 符号 通常 称 为 积分 符 写 ， 而 微分 运算 的 逆 过 程 则 通 
党 被 称 为 积分 。 


对 于 这 个 具体 的 例子 ， 我 们 可 以 通过 先 猜 测 再 修正 的 方法 得 到 下 面 的 结 
条， 








了 ] 9 
| eu 三 全 二 全 A 
| 3 常数. 


实际 上 ， 现 在 人 们 大 多 以 一 种 不 太 严 谨 的 方式 使 用 平方 根 符号 v 和 积分 
符号 [。 也 就 是 说 ， 当 我 在 写 V16 = 4 的 时 候 ， 其 实 我 很 清楚 -4 也 是 16 的 
个 平方 根 ， 甚 至 有 时 候 我 会 写 V16 = 土 4 这 样 的 等 式 来 提醒 自己 存在 这 
种 可 能 。 类 似 地 ， 昌 然 完 全 明日 等 式 右边 可 能 还 缺少 一 个 积分 种 数 ， 但 
通常 我 还 是 会 写 像 下 面 这 样 的 等 式 : 


2 1 
/ Tidr = -zi. 
3 


同样 的 问题 也 存在 于 其 他 有 信息 丢失 的 运算 中 ， 即 如 果 经 过 运算 后 ， 几 
个 不 同 的 数值 会 得 到 相同 的 结果 ， 那 么 反方 辐 的 运算 就 会 存在 一 定 的 不 
确定 性 。 虽 然 我 们 可 以 自己 决定 怎样 用 符号 来 处 理 这 样 的 情况 ， 但 我 们 














是 需要 认真 的 态度 ， 因 为 一 不 小 心 就 有 可 能 出 现 一 些 令 人 费解 的 事 


起 全 


总 之 ， 大 多 数 的 数学 家 都 会 用 积分 符号 《至少 在 目前 的 情况 下 ) 来 表示 
用 特定 微分 方程 描述 的 变量 。 同 时 ， 虽 然 表 示 不 确定 性 的 常量 通常 不 会 
被 明确 地 写 出 来 ， 但 数学 家 都 知道 它们 是 存在 的 。 当 一 个 人 在 说 “16 的 
平方 根 "或 者 “dz 的 积分 * 时 ， 他 必须 要 明日 这 种 表述 月 后 的 比较 专业 的 


口 


因此 ， 上 度量 的 技术 在 很 大 程度 上 取决 于 我 们 对 积分 运算 性 质 的 掌握 水 
乎 。 正 如 我 前 面 提 到 的 那样 ， 要 提高 这 方面 的 能 力 并 不 容易 。 然 而 ， 这 
并 不 是 说 我 们 什么 也 不 知道 。 在 过 去 的 350 年 里 ， 人 们 已 经 发 现 并 汇集 
了 数 百 个 模式 和 公式 ， 并 用 通常 所 说 的 积分 表 的 形式 表示 了 出 来 。 实 际 
上 ， 这 就 相当 于 为 我 们 提供 了 某 种 积分 运算 (尽管 这 一 运算 并 不 完善 ， 
因为 有 有 很 多 很 目 然 下 出 现 有 的、 二 分 有 对 的 微分 并 疫 有 在 积分 家中 出 
现 ) 。 


下 面 ， 我 们 继续 积分 与 平方 根 的 类 比 。 的 确 ， 我 们 会 有 比较 幸运 的 时 候 
《如 遇 到 的 是 V16 这 样 的 平方 根 ) ， 此 时 可 以 将 平方 根 重 新 表示 为 更 明 
确 的 形式 ; 不 过 ， 大 部 分 时 候 我 们 遇 到 的 会 是 像 v 2 这样 的 情况 ， 此 时 问 
i 


类 似 地 ， 大 多 数 的 积分 也 不 能 够 用 通常 所 说 的 基本 运算 (如 加 法 和 减 
法 、 乘 法 和 除法 、 平 方 根 以 及 正弦 和 余 强 ) 来 表示 。 例 如 ， 积 分 
































/ 、 
/ V 1+sin’ sin’ zadrz 





作为 一 个 变量 显然 是 存在 的 ， 我 们 都 知道 它 以 茶 种 确定 的 方式 取决 于 

Xx 至少 在 不 考虑 不 确定 的 常量 的 情况 下 是 这 样 )， 不 过 这 种 依赖 天 系 
却 已 经 被 证 明 不 能 够 用 代数 和 三 角 函 数 来 表示 。 这 是 一 个 很 好 的 展示 现 
代数 学 力量 的 示例 ， 我 们 居然 还 能 够 构造 出 这 样 的 变量 〈 虽 然 很 抱歉 ， 
不 过 这 里 我 的 确 不 能 够 向 你 解释 为 什么 ) 。 


因此 ， 从 理论 上 来 说 ， 我 们 目前 所 处 的 位 置 非 常 有 意思 。 有 具体 有 什么 表 
现 呢 ? 就 拿 闭 合 曲线 所 围 区 域 的 面积 来 说 吧 ， 我 们 首先 遇 到 的 情况 就 
征 ， 原 则 上 大 部 分 的 曲线 是 描述 不 了 的 《〈 那 是 因为 它们 不 具有 某 种 能 被 











有 限 的 语言 所 描述 的 模式 ) 。 除 此 之 外 ， 即 使 是 那些 我 们 能 够 讨论 的 曲 
线 〈 也 就 是 那些 可 以 用 一 组 相互 关联 的 变量 来 描述 的 曲线 ) ， 它 们 所 转 
区 域 面 积 的 微分 方程 ， 通 常 也 不 会 有 可 以 明确 描述 的 解 。 也 惑 是 说， 我 
们 虽然 有 了 如 此 漂亮 强大 的 微分 理论 〈 还 包括 一 种 运算 ) ， 但 主宰 者 

(数学 之 神 ? ) 却 只 允许 我 们 知道 极为 有 限 的 明确 知识 。 


从 好 的 方面 来 看 ， 人 至少 现 在 我 们 有 了 一 种 上 度量 物体 的 通用 语言 ， 而 且 通 
过 这 种 语言 我 们 可 以 建立 度量 之 间 的 联系 并 进一步 发 现 度量 之 间 的 关 
系 ， 虽 然 很 有 可 能 我 们 并 不 能 够 明确 地 知道 这 种 关系 。 特 别 地 ， 如 条 我 
们 可 以 通过 两 个 看 似 无 关 的 问题 推导 出 相同 的 微分 方程 ， 那 么 即使 我 们 
不 能 够 求 出 这 个 微分 方程 的 解 ， 我 们 仍然 知道 这 两 个 问题 之 间 存 在 着 深 
层次 的 联系 。 如 果 认 真 思考 的 话 ， 你 束 会 发 现 ， 这 才 是 语言 构造 能 力 真 
正 的 价值 ， 而 且 只 有 人 类 才 有 能 为 做 这 样 的 事情 。 


抛物 线 所 围 区 域 的 面积 与 圆锥 体 的 体积 之 间 有 什么 样 的 联系 ? 


你 能 够 求 出 2x dy = y dx 这 一 微分 方程 的 解 吗 ? 
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下 面 ， 我 想 独 重 指出 几何 度量 的 古典 方法 与 现代 方法 之 间 的 差异 。 古 典 
的 希腊 方法 ， 其 思想 是 先 固定 住 要 度量 的 对 象 再 将 它 切 分 成 小 片 ; 十 七 
世纪 的 现代 方法 ， 则 先 让 要 度量 的 对 象 运动 起 来 ， 然 后 再 观察 它 是 怎样 
变化 的 。 无 穷 多 变化 的 量 处 理 起 来 居然 要 比 一 个 静止 的 量 还 容易 不 少 ， 
这 的 确 有 些 反 常 ( 或 者 至 少 有 些 讽刺 ) 。 再 一 次 地 ， 其 中 的 要 点 是 ， 使 
我 们 要 度量 的 对 象 运 动 起 来 。 


当然 ， 要 是 我 们 处 理 的 问题 原本 就 涉及 运动 ， 这 件 事 做 起 来 残 更 加 简单 
了 。 毕 昔 ， 要 让 已 经 在 运动 的 事物 运动 起 来 ， 这 肯定 不 会 很 困难 。 下 
面 ， 我 们 以 摆 线 长 度 的 度量 来 说 明 这 一 点 。 

















由 于 摆 线 目 身 的 特点 ， 摆 线 完 整 一 拱 的 长 度 目 然 融 成 了 我 们 要 度量 的 对 
象 ( 这 里 ， 我 们 假定 度量 的 结果 是 与 深 动 的 圆 的 直径 相 比 较 ) 。 为 了 度 
量 这 一 长 度 ， 古 典 的 方法 是 将 摆 线 切 分 成 很 短 的 小 段 ， 然 后 就 可 以 用 直 
线 的 长 度 来 近似 这 些小 段 的 长 度 ， 最 后 试 着 计算 出 近似 总 长 度 的 最 终 取 
值 。《〈 十 七 世纪 三 十 年 代 ， 们 努 利 等 人 实际 上 就 使 用 了 这 种 方法 。) 








相反 ， 如 果 能 以 茶 种 方式 将 这 一 长 度 看 成 一 个 变量 ， 那 么 我 们 就 能 够 利 
用 现代 的 微分 方法 了 。 好 在 这 一 长 度 显 然 是 一 个 变量 ， 因 为 摆 线 就 是 由 
圆 滚动 形成 的 。 因 此 ， 在 每 一 个 时 间 点 ， 运 动 这 一 点 的 轨迹 都 会 有 一 定 





的 长 度 。 


回 到 摆 线 的 坐标 描述 ， 我 们 有 三 个 变量 x 和 y， 且 这 三 个 变量 满足 如 
下 两 个 方程 : 

T=t— sint. 

y= 1— cost. 
任意 时 刻 t， 运 动 的 这 一 点 的 位 置 为 (x,y )， 我 们 用 变量 1 来 表示 它 的 运动 
轨迹 的 长 度 。 这 样 ， 我 们 的 问题 就 成 了 长 度 ! 怎样 取决 于 时 间 t。 与 往常 
一 样 ， 我 们 的 思路 依然 是 写 出 ! 的 微分 方程 。 


设想 过 去 了 一 段 很 短 的 时 间 ， 我 们 来 看 看 变量 x、y 和 1 微小 的 变化 。 











Al 
Ay 


Ax 


当 这 些 变 化 值 都 很 小 时 ，Al 实际 上 就 是 以 Ax 和 Ay 为 直角 边 的 直角 三 角 
形 的 斜 边 (古典 的 方法 仍然 在 以 这 种 方式 发 挥 它 的 作用 〉 。 根 据 毕 达 哥 
拉 斯 定理 ， 我 们 有 如 下 的 约 等 式 成 立 : 

(Al ~ (Ar)* + (Avy)’. 


当时 间 间 隔 At 接近 于 0 时 ， 我 们 就 得 到 了 一 直 期 望 的 微分 方程 ， 





dl? = dr? + dy’. 


顺便 提 一 下 ， 通 常人 们 都 会 用 (dx)* 来 代替 比较 复杂 的 (dx) *， 这 里 我 们 也 
采用 了 这 一 做 法 。 然 而 ， 需 要 注意 的 是 ， 我 们 不 能 够 将 (dx)* 和 dq (x*) 混 
淆 了 。 当 然 ， 如 果 比 较 担 心 的 话 ， 我 们 总 是 可 以 使 用 括号 来 避免 出 现 这 
种 错误 。 

因此 ， 我 们 发 现 了 某 种 “微观 ”层面 的 毕 达 哥 拉 斯 关系 ， 即 可 以 用 水 平和 
垂直 方向 的 微分 来 表示 弧 长 的 微分 dl 。 我 们 也 可 以 这 样 考虑 ， 既 然 dl 度 
量 的 是 轨迹 长 度 变 化 的 速度 ， 那 么 它 肯 定 也 是 运动 的 点 的 速率 ， 也 就 是 
速度 (2;7) 的 长 度 。 因 此 ， 我 们 有 


dl | ; dr D , dy 12 
一 二 4/ (一 -)* 十 (一 )*， 
Va 


这 也 是 在 说 cd 一 dz 十 dy 


这 种 毕 达 哥 拉 斯 天 系 普遍 存在 着 ， 我 们 可 以 将 它 应 用 于 平面 上 任何 弧 长 
的 计算 ， 而 无 论 这 个 弧 是 否 是 由 运动 形成 的 。 


三 维 空间 中 的 弧 长 义 该 如 何 上 度量 呢 ? 
将 这 一 微分 方程 应 用 于 摆 线 ， 我 们 有 


dl = dr + dy’ 


= (d(t— sint))* + (d(1 — cost))* 
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= (1— cost)idt? 十 sin2 tat*. 


因此 ， 





dl = Vl 一 Cost)?2 十 sin’ tdt. 
这 就 是 我 们 最 终 得 出 的 微分 方程 ， 为 了 计算 出 捍 线 的 长 度 ， 我 们 需要 对 
它 进行 求解 。 
表面 来 看 ， 似 和 平 求解 这 一 微分 方程 的 前 景 十 分 点 淡 。 我 们 到 底 怎 样 才能 


对 这 样 一 个 复 条 混乱 的 微分 进行 积分 呢 ? 让 人 遗憾 的 是 ， 由 于 毕 达 哥 拉 
斯 天 系 很 复杂 (需要 先 平方 ， 再 相 加 ， 最 后 才 求 平方 根 ) ， 因 此 这 样 的 














弧 长 的 积分 通 第 都 不 能 够 用 基本 函数 表示 。 





很 幸运 的 是 ， 控 线 是 一 个 例外 。 结 果 表明 ，V 1%” +Sin (这 一 表达 
式 可 以 用 很 一 种 很 简单 、 优 美的 方式 表示 出 来 。 设 想 有 下 图 所 示 的 这 样 


一 个 圆 弧 ， 其 长 度 为 t。 
是 








这 样 ， 我 们 就 可 以 将 1-cost 和 sint 看 成 是 v，“““ ，“ "为 斜 边 的 直 
角 三 角形 的 两 条 直角 边 。 换 名 话说， 我 们 关注 的 是 对 应 弧 长 为 的 弦 的 
长 度 。 前面 度量 摆 线 运动 的 速度 时 ， 我 们 也 看 到 了 这 种 情况 。〉 下 面 
我 们 来 看 一 个 很 巧妙 的 方法 ， 施 转 这 个 加 直到 我 们 关注 的 这 条 弦 变 成 各 


现在 我 们 可 以 看 到 ， 这 条 强 是 由 上 下 两 个 半 弦 组 成 ， 每 个 半 弦 都 刚好 是 


-.“ 洗 
这 条 弧 的 一 半 的 正弦 。 也 就 是 说 ， 这 条 弦 的 长 度 也 可 以 用 “53 来 表 
示 。 就 这 样 ， 只 是 改变 了 一 下 视角 (难道 不 是 每 一 个 伟大 的 想法 都 可 以 
归结 为 视角 的 改变 吗 ?) ， 我 们 就 得 出 了 下 面 这 个 漂亮 的 、 令 人 惊讶 的 


结论 : 





| \: 。 了 A 2 
Vil — cost)2: + sin*t = 2sin 


‘ 


I~ 





正弦 和 余弦 之 间 存 在 很 多 这 样 的 关系 等 式 ， 所 有 这 些 等 式 最 终 都 可 以 归 
因为 匀速 圆周 运动 的 对 称 和 简洁 。 


请 根据 上 面 的 结论 推导 出 下 面 这 两 个 半角 公式 : 








. on 1 
Sln” 一 一 5(l 一 CoOst). 


‘ 


1 
二 一 {1 十 cost). 
pp 


现在 ， 我 们 可 以 将 摆 线 弧 长 的 微分 方程 重新 表示 为 


9 
COS 


I~ I~ 





t 
dl = 2 sin 5dt. 


现在 ， 方 程 看 起 来 像 那么 回 事 了 ! 我 们 能 够 对 它 进行 积分 的 可 能 也 大 了 
不 少 。 事实 上 ，' 一 os 5 就 是 一 个 很 合理 的 猜测 。 由 于 


t ee t 1] + 
d{— cos 3) 一 Sn a (3 二 S11n 2 dt 
这 样 一 来 ， 我 们 就 距 上 面 的 微分 方程 只 差 一 个 系数 4 了 ， 因 此 我 们 有 


Ne/ t 
2sin —dt = —4 cos 一 . 
. 2 2 


当然 ， 等 式 右边 还 差 一 个 积分 常数 。 由 于 初始 值 为 =1= 0， 因 此 事实 上 
一 定 有 下 式 成 立 : 





W|I 中 


{=4—4cos 


终于 求 出 了 答案 ! 我 们 成 功 地 运用 微分 运算 〈 外 加 一 个 关于 圆 的 特别 聪 
明 的 想法 ) 计算 出 了 作为 变量 的 摆 线 弧 的 长 度 。 特 别 地 ， 摆 线 一 拱 〈 即 
从 t= 0 到 t= 2r) 的 长 度 为 

4— 4cos5 = 8. 
这 真 让 人 难以 置信 ! 摆 线 一 拱 的 长 度 正 好 等 于 形成 摆 线 的 圆 的 直径 的 四 
倍 。 恐 怕 很 难 再 找 出 更 漂亮 的 度量 了 吧 ， 不 过 也 不 能 说 完全 没有 ， 摆 线 
一 拱 的 面积 可 能 算是 一 个 。 


证 明 摆 线 一 拱 所 围 的 面积 正好 等 于 深 动 的 圆 的 面积 的 三 倍 。 














求 上 图 所 示 的 有 结 点 的 三 次 曲线 3y ”=z 二 7 中 闭合 回路 的 长 度 以 及 它 
所 围 的 面积 。 





证 明 如 上 图 所 示 的 螺 线 旋转 一 周 所 经 过 的 范围 的 面积 正好 等 于 相应 的 
外 围 圆 的 面积 的 三 分 之 一 。 
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这 里 ， 我 碟 请 你 允许 我 再 多 说 几 句 ， 我 想 束 这 两 种 方法 作 一 些 理论 上 的 
评论 。 这 里 更 大 的 想法 是 ， 研 究 大 小 和 形状 的 几何 学 可 以 纳入 到 对 变量 
的 研究 〈 也 被 称 为 数学 分 析 ) 中 。 两 个 看 似 完全 不 同 的 数学 结构 却 被 证 
明 为 是 相同 的 ， 这 样 的 事情 总 是 很 有 意思 的 。 正 如 前 面 我 所 说 的 那样 ， 
数学 家 真正 关注 的 对 象 是 模式 。 如 果 你 希望 以 几何 的 观点 去 看 待 一 个 这 
样 的 模式 ， 你 可 能 会 获得 一 种 理解 ， 相 反 ， 如 果 你 认为 它 就 是 一 组 抽象 
A 
定 会 很 不 同 。 


令 人 好 奇 的 是 ， 为 什么 历史 选择 了 它 所 走 的 那 条 路 呢 ? 又 为 什么 现代 的 
方法 会 更 成 功 呢 ? 这 肯定 不 是 有 没有 数学 天 才 出 现 的 问题 ， 要 论 聪明 才 
智 ， 古 典 时 代 的 希腊 几何 学 家 丝 蝇 不 比 他 们 十 七 世纪 的 同行 要 关 《 即 使 
不 超过 他 们 的 话 ) 。 有 很 多 原因 可 以 解释 为 什么 希腊 人 选择 了 直接 的 几 
何 推理 。 审 美 情趣 ， 当 然 可 以 说 是 其 中 一 个 重要 的 原因 。 事 实 上 ， 他 们 
将 这 种 审美 情趣 发 挥 到 了 一 个 极端 ， 以 全 于 我 们 可 以 认为 它 已 经 成 为 了 
一 种 偏见 : 数字 本 喘 被 认为 是 几何 的 〈 作 为 树 校 的 长 度 ) ， 数 的 运算 则 
a 0 
J 理解 力 。 


现代 的 方法 则 几乎 完全 相反 ， 曲 线 与 其 他 几何 对 象 都 用 数值 模式 来 表 
示 ， 同 时 度量 的 问题 也 基本 上 变 成 了 对 微分 方程 的 研究 。 如 果 这 两 种 观 
扩 是 等 价 的 ， 那 么 为 什么 其 中 的 一 种 要 更 强大 、 更 方便 呢 ? 


坚 无 疑问 ， 作 为 视觉 更 发 达 的 动物 ， 我 们 更 豆 欢 一 幅 图 而 不 是 一 串 让 人 
看 不 懂 的 炬 金 术 符 写 。 举 例 来 说 ， 我 就 想 和 我 所 研究 的 问题 有 本 能 的 、 
触觉 层面 的 接触 。 当 我 能 够 设想 自己 的 手 在 某 个 表面 上 运动 或 者 某 个 物 
体 的 一 部 分 在 摆动 ， 并 在 脑海 中 勾勒 出 所 及 生 的 场景 时 ， 我 觉得 这 对 我 
理解 相关 的 问题 很 有 帮助 。 不 过 同时 我 也 知道 ， 到 了 紧要 关头 ， 真 相 还 
是 在 细节 中 ， 而 细节 则 在 数值 模式 中 。 


当然 ， 任 何 数学 分 析 论 证 经 过 精心 的 安排 都 可 以 转化 为 纯粹 的 几何 论 
证 。 事 实 上 ， 很 多 十 七 世纪 的 数学 家 也 正 是 这 样 做 的 。 这 说 明 即 使 是 在 
十 七 世纪 ， 人 们 还 是 更 偏爱 几何 推理 方法 。 因 此 ， 经 常 出 现 的 是 那些 扭 
曲 的 、 人 为 的 几何 解释 ， 而 不 是 十 分 简单 明了 的 分 析 论 证 。 
































我 想 我 真正 在 讨论 的 是 现代 主义 。 同样 的 问题 ， 即 抽象 以 及 由 此 造成 的 
与 非 专 业 人 员 的 足 远 ， 也 存在 于 现代 艺术 、 音 乐 和 文学 中 。 这 里 ， 抽 象 
是 指 对 模式 本 身 的 研究 。 我 甚至 可 以 大 胆 地 说 ， 数 学 家 在 抽象 这 个 方向 
上 走 得 最 远 ， 因 为 并 没有 什么 可 以 阻止 数学 家 这 样 做 。 因 为 没有 了 现实 
世界 的 限制 ， 所 以 我 们 能 够 在 简单 美 这 个 方向 上 走 得 更 远 。 从 这 个 意义 
上 来 说 ， 数 学 才 是 唯一 真正 的 抽象 艺术 。 


对 我 来 说 ， 关 于 这 一 问题 的 心理 事实 是 ， 无 论 几 何 的 观点 在 审美 和 情感 
上 会 多 么 令 人 人 满足， 分析 的 方法 最 终 说 来 还 是 更 简洁 、 更 强大 。 在 前 面 
的 章节 中 ， 我 们 已 经 看 到 了 很 多 这 方面 的 例子 ， 即 相 比较 而 言 ， 分 析 方 
法 的 表述 能 力 更 强 ， 同 时 作为 更 通用 的 语言 ， 它 还 有 揭示 隐秘 联系 的 优 
势 ， 此 外 扩展 推广 时 也 更 容易 。 比 如 ， 上 古典 的 几何 学 家 据 我 所 知 〉 整 
从 来 没 能 想象 到 四 维 空 zs 间 的 存在 ， 而 从 分 析 的 角度 来 看 ， 四 维 空间 作为 
三 维 空间 目 然 和 明显 的 扩展 ， 只 需要 多 增加 一 个 变量 而 已 。 


不 过 ， 这 并 不 是 说 我 提倡 放弃 几何 的 观点 。 显 然 ， 只 有 综合 不 同 的 方法 
(也 就 是 说 ， 尽 自己 最 大 的 可 能 熟练 掌握 尽 可 能 多 的 方法 ， 并 使 各 种 广 
法 相互 渗透 ) ， 我 们 才能 够 译 受 到 数学 最 大 的 乐趣 。 当 视觉 形象 更 有 帮 
助 时 ， 我 们 就 从 几何 角度 去 考虑 通常 是 为 了 获得 大 的 思路 或 者 直观 的 
联系 ) ; 当 分 析 的 方法 更 合适 时 ， 我 们 则 采用 分 析 的 方法 〈 通 名 是 为 了 
进行 精确 的 度量 ) 。 


或 许 ， 数学 中 存在 着 很 多 床 亮 的 模式 ， 其 中 有 一 些 
很 容易 看 到 、 感 受到 ， 比 如 三 角形 的 面积 是 等 底 等 高 的 矩形 面积 的 一 
半 ; 而 另外 一 此 册 并 不 能 通 吉 机关 轴 直 梨 、 由 从 下 比如 dz ) = 37 da 
。 无 论 怎样 ， 我 努力 使 自己 对 任意 形式 的 美 都 持 开 放 的 态度 。 对 我 来 
说 ， 这 就 是 身 为 一 个 数学 家 所 要 做 的 。 
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接 下 来 ， 我 想 告诉 你 微分 学 的 另外 一 种 非常 床 亮 、 强 大 的 应 用 ， 从 实用 
的 角度 来 说 也 可 能 是 最 有 用 的 应 用 。 


设想 存在 下 图 所 示 的 这 种 场景 ， 有 一 个 圆锥 体位 于 球体 中 。 








如 果 我 知道 这 个 圆锥 体 的 大 小 ， 比 如 说 它 的 高 度 与 球体 直径 的 比值 ， 那 
么 求 出 它 的 体积 就 是 一 件 相当 简单 的 事情 了 。 但 如 果 我 想 要 的 是 这 样 的 
圆锥 体 中 体积 最 大 的 那个 呢 ? 这 样 一 来 ， 我 就 不 知道 它 的 具体 大 小 了 ， 
我 只 知道 我 想 要 圆锥 体 的 体积 尽 可 能 大 。 这 里 ， 情 况 不 再 是 形状 是 固定 
的 而 我 们 想 要 度量 出 它 的 大 小 ， 相 反 ， 形 状 本 身 就 是 一 个 变量 。 


事实 上 ， 我 们 能 够 想象 到 这 个 圆锥 体 所 有 可 能 的 形状 ， 从 位 于 球体 项 站 
的 很 小 的 局 形 圆 锥 体 ， 一 直到 通过 球 心 的 很 尖 的 圆锥 体 。 


OO 


显然 ， 最 优 的 圆锥 体 〈( 从 体积 最 大 这 个 意思 上 说 〉 束 在 这 些 圆锥 体 中 
间 。 直 观 上 ， 我 感 党 这 个 圆锥 体 的 底面 应 该 略 低 于 球体 的 大 圆 ， 但 具体 








的 位 置 则 显然 不 能 够 确定 。 


这 种 类 型 的 问题 由 来 已 入 ， 通 单 我 们 称 之 为 最 值 问题 ， 它 指 的 是 我 们 试 

图 最 大 化 《或 者 最 小 化 ) 茶 个 特定 的 量 。 例 如 ， 吾 巴比伦 人 很 早 就 知 

道 ， 在 所 有 周 长 等 于 给 定 长 度 的 矩形 中 ， 正 方形 的 面积 最 大 。 这 里 有 一 

个 相关 的 问题 可 以 供 我 们 思考 。 

在 所 有 三 边 之 和 等 于 特定 长 度 的 窍 形 中 《就 好 比 靠 着 一 面 墙 去 建党 
管 ) ， 什 么 样 的 矩形 包围 的 面积 最 大 ? 

抽象 地 说 ， 最 值 问题 关注 的 是 一 个 变量 (这 里 指 大 小 ) 怎样 依赖 于 另外 

一 个 变量 〈 这 里 指 形状 ) 。 具 体 到 球体 中 有 一 个 圆锥 体 这 个 例子 ， 我 们 

可 以 设想 这 一 依赖 关系 的 图 像 如 下 图 所 示 : 








OOAOV 


从 图 中 我 们 可 以 看 出 ， 随 大 圆 锥 体高 度 的 增加 ， 它 的 体积 也 一 直 在 增 
加 ， 直 到 东 个 扔 点 圆锥 体 变 得 义 高 又 细 ， 筷 的 体积 开始 变 小 ， 直 到 减 小 





为 0〈 图 中 包括 了 左右 两 种 极端 情况 ， 最 左边 是 只 有 一 个 点 的 “圆锥 

体 ”， 此 时 其 体积 为 0， 而 最 右边 的 圆锥 体 则 几乎 是 一 条 线 ， 此 时 其 体积 
也 为 0) 。 无 论 如 何 ， 我 们 想 要 的 圆锥 体 束 位 于 中 间 的 茶 个 位 置 一 一 如 
果 我 的 直觉 正确 的 话 ， 它 应 该 位 于 中 间 偏 右 一 点 。 


为 了 能 够 更 准确 地 描述 这 一 点 的 位 置 ， 让 我 们 为 这 个 示例 构造 一 个 “ 变 
量 和 关系 ”的 模型 吧 。 (一 直 以 来 ， 这 个 部 分 痢 是 最 难 的 。〉 我 们 可 以 
选择 球 的 半径 作为 单位 (至 少 它 的 值 是 不 变 的 ! ) ， 并 分 别 用 jh 和 r 来 表 
示 圆 锥 体 的 高 和 旗 面 半径 。 将 球 经 球 心 垂直 地 切 开 ， 我 们 可 以 看 到 如 下 
图 所 示 的 横 截面 : 

















这 里 对 圆锥 体 的 几何 限制 是 ， 它 恰好 能 够 放 入 球体 中 ， 这 说 明 h 和 r 必 
然 以 菏 种 方式 相关 联 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 看 出 从 球 心 到 圆锥 体 抵 面 的 距 
离 正 好 等 于 -1。 (这 是 因为 我 暗中 假定 圆锥 体 的 底面 位 于 大 圆 的 下 

方 ， 否 则 的 话 这 段 距离 就 应 该 是 1- h。) 
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{A 
注意 到 即使 圆锥 体 的 底面 位 于 大 圆 之 上 ，“【〔 由 于 平方 的 缘故 ) 我 们 还 是 
会 得 到 同样 的 方程 。 能 够 发 生 这 样 的 情况 ， 我 很 高 兴 。 因 此 ， 无 论 是 哪 
一 种 情况 ， 我 们 都 有 





r2 =1—({ho=1?=2— 


这 一 等 式 告诉 了 我 们 圆锥 体 的 后 面 半径 是 如 何 随 者 圆锥 体高 度 的 变化 而 
变化 的 。 将 这 一 等 式 代 入 圆锥 体 的 体积 公式 ， 我 们 有 








1 3 TT | 
V = -7r’h = 二 (212 一 713) 
3 


3 
现在 ， 我 们 能 够 男 出 如 下 图 这 样 更 准确 的 图 了 。 





EN 
够 最 大 ? 


我 们 可 以 暂时 地 将 这 个 图 设想 为 菏 个 运动 的 时 空 图 (也 就 是 说 ，h 表示 
的 是 时 间 ， 而 V 则 表示 的 古 球 的 高 度 )。 这 样 一 来 ， 我 们 问 的 残 是 ， 在 
什么 时 间 点 球 的 高 度 会 达到 最 大 值 。 答 案 当 然 是 ， 当 球 的 速率 为 0 时 。 
或 者 我 们 也 可 以 说 ， 当 这 一 运动 曲线 的 切线 为 水 平方 向 时 。 











这 里 我 表达 的 是 ， 当 一 个 变量 达到 极 值 时 (无论 是 极 大 值 还 是 极 小 
值 ) ， 此 时 它 变 化 的 速度 必然 等 于 0。 如 果 不 等 于 0 的 话 ， 它 必然 是 正在 
加 上 升 或 者 继续 往 下 降 。 因 此 ， 当 一 个 变量 取 极 值 时 ， 它 的 微分 必然 等 
于 0， 这 无 疑 是 数学 分 析 史 上 最 简单 、 最 强大 的 发 现 之 一 。 我 们 来 看 一 
看 ， 这 一 结论 对 于 我 们 的 圆锥 体 来 说 意味 大 什 么 。 





在 h 的 取 值 使 V 最 大 化 的 那个 时 刻 即 通常 所 说 的 驻 点 ) ， 我 们 必然 
有 dV= 0。 同 时 ， 根 据 前 面 的 等 式 我 们 有 





dy = sd(2n — h3) 


一 (4 — 3h2)dh. 
3 





从 中 可 以 看 出 : 当 4h = 37 时 ，aV 等 于 0。 (需要 注意 的 是 ， 我 们 并 不 
需要 担心 微分 dh 会 等 于 0， 因为 此 时 国 锥 体 的 奈 面 半径 和 融 度 仍然 在 变 


化 。) 这 样 ， 我 们 就 可 以 得 出 3 这 一 结论 。 因 此 ， 当 圆锥 体 的 底面 位 
于 大 圆 下 方 三 分 之 一 半径 的 位 置 时 ， 它 的 体积 最 大 。 








怎么 样 ， 很 不 错 吧 ! 因此 ， 用 数学 分 析 的 方法 求解 极 值 问题 ， 束 古 要 找 
出 那些 微分 等 于 0 的 时 间 点 。 事 实 上 ， 这 里 还 有 下 面 这 样 儿 个 技术 要 
扩 。 肖 和 完 需 要 说 明 的 是 ， 并 不 是 只 有 一 个 这 样 的 时 间 点 。 例 如 ， 我 们 可 
能 会 遇 到 像 下 图 这 样 的 依赖 关系 : 





这 幅 图 中 所 标记 出 的 每 一 个 点 处 的 切线 都 是 水 平 的 。 因 此 ， 微 分 等 于 0 
并 不 仅仅 出 现在 最 值 点 ， 即 通常 所 称 的 全 局 最 大 值 与 全 局 最 小 值 点 ; 它 
也 会 出 现在 局 部 极 值 点 ， 即 变量 立即 要 改变 运动 方向 的 那个 点 。 


让 我 们 暂时 先 回 到 前 和 面 所 讨论 的 圆锥 体 问 题 ， 在 更 加 宽阔 的 视角 下 来 看 


待 这 个 问题 。 














V 


h 


实际 上 ， 关 系 等 式 ”3 “是 完全 抽象 的 。 当 然 ， 我 们 很 清楚 正 
在 讨论 的 是 圆锥 体 的 体积 和 高 度 ， 但 V 和 h 并 不 知道 这 一 点 (也 不 用 关 
心 这 一 点 ) 。 特 别 地 ， 变 量 的 有 些 取 值 与 任何 几何 情形 都 对 应 不 上 《如 
h=-1 时 ,，V=n) 。 其 至 可 能 还 有 一 些 这 样 的 时 刻 ， 虽 然 此 时 dqV = 0， 
但 却 与 原来 的 问题 完全 无 关 ， 它 们 仅仅 是 抽象 的 视角 所 引入 的 假象 (这 
里 很 有 可 能 又 有 一 个 很 好 的 现代 艺术 的 类 比 ) 。 








4 
在 这 个 例子 中 ， 我 们 可 以 看 到 事实 上 除了 ”3 这 个 点 之 外 ， 还 有 另外 一 
个 点 满足 dV = 0， 那 就 是 h = 0 这 个 点 。 之 所 以 会 有 这 种 情况 发 生 ， 那 是 
因为 V 与 六 的 关系 在 这 一 点 有 一 个 “过 曲 ”， 也 就 是 说 ， 当 六 的 取 值 由 正 
变 为 负 时 ，YV 的 取 值 会 减 小 为 0 然后 再 有 反弹。 当然 ， 从 几何 的 角度 来 
看 ， 这 并 没有 什么 意义 ， 因 为 高 度 为 负 值 本 里 束 没 有 意义 。 难 道 不 是 这 
样 ， 它 们 有 意义 ? 


你 能 够 理解 其 高 度 为 负 值 的 圆锥 体 的 几何 意义 吗 ? 如 果 体 积 为 负 值 ， 
又 该 如 何 理解 ”? 


令 dV = 0， 我 们 得 到 的 方程 是 44 = 3h?。 值 得 注意 的 是 ，h = 0 也 是 一 个 
解 ， 不 过 却 是 被 我 们 愉快 地 忽略 掉 的 解 。 这 个 最 值 点 (相应 的 圆锥 体 只 
含 一 个 点 ) 同时 也 是 体积 的 一 个 局 部 极 小 值 ， 但 另外 一 个 最 值 点 却 并 不 
是 《此 时 六 = 2， 相 应 的 圆锥 体 则 是 一 条 线段 ) ， 这 很 有 意思 。 尽 管 如 
此 ， 线 段 形 圆锥 体 所 对 应 的 点 却 仍然 是 原始 问题 的 最 小 值 点 。 这 一 让 人 














讨厌 的 不 对 称 性 是 由 下 面 这 个 事实 造成 的 ， 即 只 有 当 0<P< 2 时 ， 体 积 
的 取 值 才 有 几何 意义 ， 而 h = 0 与 nh = 2 则 碰巧 是 这 个 范围 内 的 最 小 值 点 。 
0 6 0 0 


下 面 来 看 一 个 有 独 明 显 的 实际 应 用 的 示例 ， 我 们 斌 着 去 求饶 头 盒 的 最 优 
形状 。 这 里 所 说 的 “最 优 ?， 指 的 是 当 表 面积 给 定时 能 够 容纳 最 多 食物 的 
饶 头 盒 ， 由 于 表面 积 相同 ， 所 以 这 些 镀 头 盒 所 使 用 的 金属 的 量 是 固定 

的 。 当 然 ， 这 里 我 真正 讨论 的 既 不 是 缸 头 ， 也 不 是 金属 ， 而 是 圆柱 体 。 





























我 们 都 知道 ， 圆 柱 体 的 形状 是 由 它 的 底面 半径 r 和 高 度 jh 决 定 的 ， 它 的 体 
积 和 表面 积 可 以 通过 下 面 这 两 个 公式 得 出 : 
T =Ar2h. 

9 二 277 万 十 2772. 
(当然 ， 这 里 我 将 鲸 头 盒 项 部 和 诬 部 的 盖子 也 包括 在 了 表面 积 中 。) 从 
最 扁平 的 情况 (此 时 h = 0) 到 最 细 长 的 情况 (此 时 r = 0) ， 都 在 缸 头 盒 
有 意义 的 变化 范围 之 内 。 与 此 同时 ， 其 表面 积 却 一 直 是 固定 的 ， 这 说 
明 r 与 h 是 有 关联 的 。 如 果 愿 意 ， 我 甚至 可 以 像 下 面 这 样 来 表示 h: 


Y 5 和 
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并 用 单一 的 变量 r 来 表示 所 有 的 量 。 不 过 即便 能 够 这 样 ， 我 也 不 愿意 这 


样 做 。 相 反 ， 我 愿意 向 你 展示 为 外 一 种 我 认为 更 简洁 的 方法 。 


这 一 方法 的 思路 是 这 样 的 。 既 然 表 面积 $ 是 常量 ， 因 此 在 任意 时 刻 ， 我 
们 必然 都 有 dS = 0。 同 时 ， 由 于 我 们 想 求 的 是 体积 最 大 的 时 刻 ， 因 此 在 
那 一 瞬间 我 们 必然 也 有 dv = 0。 特 别 地 ， 在 我 们 关注 的 那个 时 刻 ， 必 然 
同时 有 dV= 0 与 dS = 0 成 立 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 下 面 这 两 个 关于 r 和 h 
的 微分 方程 : 











dl rrh) = 0. 

d(2xrh + 2xr:)=0. 
根据 微分 运算 法 则 将 这 两 个 方程 展开 (同时 除 以 常量 ) ， 我 们 就 得 出 了 
下 面 这 个 微分 方程 组 : 

2rh dr + rdh= 0, 

(27 + hjadr+r dh = 0. 

在 圆柱 体 经 过 驻 点 的 那个 肯 间 ， 上 述 的 方程 组 必然 成 立 。 (需要 注意 的 
是 ，dr 和 dh 本 吴 都 不 会 为 0， 因 为 在 这 个 瞬间 後 头 盒 的 确 面 半径 仍然 在 
缩小 ， 而 其 高 度 则 在 增加 。 ) 
将 第 二 个 方程 乘 以 r 后 减 去 第 一 个 方程 ，《〈 再 除 以 dr 之 后 ) 我 们 就 得 到 
于 中 双 : 





(272 + rh) — 2rh=0. 
这 说 明 ， 当 27r? = rh 时 圆柱 体 是 最 优 的 。 这 个 方程 有 两 个 解 ， 即 r = 0 和 


2r = h。 其 中 第 一 个 解 显 然 是 边界 位 置 的 假象 ， 第 二 个 解 才 是 我 们 要 求 
的 解 。 因 此 ， 高 度 等 于 底面 直径 的 鳅 头 盒 才 是 形状 最 优 的 鳅 头 盒 。 








换 句 话说 ， 它 是 正方 形 以 上 下 后 边 的 中 线 为 轴 所 形成 的 旋转 体 。 这 个 形 
状 多 么 漂 腕 啊 ! 虽然 这 可 能 并 非 完 全 出 乎 我 们 的 意料 ， 但 它 仍然 让 我 们 
感到 很 意外 。 这 一 技术 的 经 济 实 用 总 是 会 让 我 感到 尺 喜 。 

如 果 我 们 想 要 的 是 开口 的 镀 头 盒 ， 情 况 会 怎样 ? 


请 计算 出 给 定 圆 锥 体 所 能 够 容纳 的 圆柱 体 的 最 大 体积 。 如 果 将 圆锥 体 
换 为 球体 ， 情 况 又 会 怎样 ? 


1 
? 
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要 比较 古典 的 观点 与 现代 的 观点 ， 圆 锥 曲线 的 度量 可 以 说 是 最 好 的 示例 
之 一 。 历 史上 ， 作 为 〈《 除 直线 以 外 的 ) 最 简单 的 曲线 ， 圆 锥 曲线 一 直 都 
是 几何 学 家 天 然 的 试验 案例 。 从 古典 的 观点 来 看 ， 圆 锥 曲线 顾名思义 惑 
征 圆锥 体 的 横 截 线 。 取 决 于 截 平 面 的 倾斜 程度 ， 圆 锥 曲线 可 以 很 目 然 地 
分 为 以 下 三 类 : 椭圆 、 抛 物 线 和 双 曲 线 。 所 有 古典 的 结论 (如 焦点 和 切 
线 的 性 质 ) 都 是 根据 这 样 的 描述 得 出 的 。 接 独 我 们 又 有 投影 的 观点 ， 即 
将 三 种 圆锥 曲线 看 成 是 圆 的 不 同 投影 。 也 许 ， 其 中 最 简单 的 要 数 代 数 的 
观点 ， 它 揭示 了 圆锥 曲线 就 是 那些 由 如 下 形式 的 二 次 方程 〈《 即 最 高 次 为 
2) 所 描述 的 《没有 退化 的 ) 曲线 : 


47z2 十 Bry+ Cy + Dr+ Ey=Fr. 


这 里 的 重点 是 ， 无 论 我 们 想 在 哪 种 结构 框架 下 操作 ， 圆 锥 曲线 似乎 都 是 
很 重要 的 对 象 中 了 最 简单 的 。 因 此 ， 我 们 产生 度量 圆锥 曲线 的 想法 ， 可 以 
说 是 很 自然 的 事情 。 


古典 的 几何 学 家 当然 也 不 例外 。 事 实 上 ， 阿 波多 尼 奥 斯 的 《圆锥 曲线 
论 》 就 是 所 有 古 希 腊 数 学 著作 中 最 重要 、 最 有 影响 的 著作 之 一 。 这 部 八 
卷 本 的 著作 描述 了 那个 时 代 所 知道 的 天 于 圆锥 曲线 及 其 有 趣 性 质 的 所 有 
知识 ， 特 别 令 人 感 兴趣 的 是 圆锥 曲线 的 切线 的 性 质 。 比 如 ， 阿 波 罗 尼 奥 
斯 就 证 明了 ， 抛 物 线 上 任意 一 点 到 顶点 的 垂直 距离 就 与 这 一 点 处 的 切线 
与 对 称 轴 的 交点 到 项 点 的 距离 相等 。 




















你 能 够 用 微分 学 证 明 这 个 结论 吗 ? 


我 们 可 以 认为 这 样 的 结论 本 质 上 是 关于 角 的 度量 的 。 不 过 融 长 度 和 面积 

方面 来 看 ， 古 典 几 何 学 家 的 成 束 则 要 有 限 得 多 。 虽 然 对 于 椭圆 或 者 抛物 
线 所 围 区 域 的 面积 ， 穷 竭 法 可 以 工作 得 很 好 ， 但 对 于 双 曲 线 ， 穷 竭 法 却 
惨 簿 失败。 同时， 圆锥 曲线 的 长 度 来 处 理 起 来 也 十 分 棘手 《特别 令 人 烦 
恼 的 是 椭圆 的 周 长 》。 


古典 穷竭 法 的 问题 是 ， 它 需要 我 们 有 特别 聪明 的 头脑 。 有 无 穷 多 的 方法 
可 以 将 茶 个 几何 对 象 切 分 成 很 小 的 部 分 ， 然 后 再 用 这 些 部 分 之 和 去 近似 
我 们 想 要 度量 的 量 ;但 要 想 知道 这 些 近似 的 最 终 取 值 ， 我 们 必须 要 有 非 
常 巧 妙 的 方案 ， 上 古典 的 几何 学 家 正 是 因为 做 不 到 而 失败 了 。 我 们 下 面 的 
分 析 不 仪 要 证 明 瑟 典 的 几何 学 家 为 什么 注定 会 失败 ， 同 时 还 会 揭示 一 些 
很 漂 腕 的 似乎 被 他 们 忽视 了 的 内 在 联系 。 


为 了 运用 分 析 的 方法 ， 首 先 我 们 需要 有 圆锥 曲线 的 坐标 描述 ， 而 且 越 简 
单 越 好 。 通 过 对 圆 进行 简单 的 拉 伸 ， 我 们 束 能 够 得 到 椭圆 。 


























长 半 轴 为 a、 短 半 轴 为 b 的 李 圆 ， 可 以 看 成 是 由 单位 圆 拉 伸 形成 的 ， 其 
中 横 轴 方 同 的 拉 伸 系数 为 ag， 纵 轴 方 同 的 拉 伸 系数 为 5?。 既 然 单 位 圆 可 以 
用 方程 组 x = cost，y = sint 来 表示 ， 通 过 上 面 的 操作 ， 我 们 可 以 看 到 为 
了 形成 椭圆 ， 我 们 只 需要 将 上 述 的 方程 组 修改 为 : 


T=0C08t. 


y = bsint. 


2 如 果 你 不 喜欢 参数 t 到 处 出 现 ， 你 也 可 以 将 椭圆 的 方程 重新 表示 





这 是 以 另外 一 种 方式 描述 圆 r+ 六 = 1 的 拉 伸 。 


为 什么 在 椭圆 的 方程 中 ， 华 标 变量 会 除 以 拉 伸 系数 ?对 于 一 般 的 拉 伸 
变换 ， 这 也 同样 适用 吗 ? 


既然 我 们 已 经 有 了 椭圆 的 方程 ， 那 么 它 的 长 度 和 面积 的 积分 看 起 来 会 是 
什么 样子 呢 ? 当然 ， 我 们 期 望 枯 圆 面积 的 积分 能 够 比较 简单 〈 也 就 是 可 
， 因 为 它 只 是 拉 伸 之 后 的 圆 。 下 面 我 们 来 看 看 情况 到 底 
怎么 样 。 








如 上 图 所 示 ， 设 想 有 一 个 点 根据 方程 x = acost，y=bsint 沿 着 椭圆 运 
动 ， 我 们 可 以 看 到 这 一 点 所 扫 过 的 面积 A 满足 微分 方程 dA = x dy， 因 此 
我 们 关注 的 面积 的 积分 为 


| za | weos: tdt. 


运用 半角 公式 
D ] > 
cos“t 一 一 (1 工 十 cos 2t). 
2 


我 们 可 以 将 上 述 积分 求 出 ， 即 


] ” ] 1 . 
—ab /i + cos2t)dt = <ab|t+ = sin2t |. 
2 2 2 


正如 我 们 所 希望 的 那样 ， 面 积 4 可 以 用 初等 函数 来 表示 。 特 别 地 ， 妆 t= 
n 时 我 们 就 得 到 了 椭圆 的 面积 ， 即 xrab。 因 此 ， 从 某 种 意义 上 来 说 ， 古 典 


cos“ tat 
几何 学 家 之 所 以 能 够 处 理 椭圆 形 截面 的 面积 ， 其 “原因 ”是 . 是 初 
等 函数 





然而 ， 椭 圆 的 周 长 却 完全 是 男 外 一 回 事 ， 其 相应 的 积分 为 
| Vdr? + dy? 一 Va? sin2t + b2 cos?tdt. 


这 种 形式 的 积分 (很 自然 地 被 称 为 李 圆 积分 经 常 出 现在 数学 分 析 中 ， 
现在 我 们 已 经 知道 通常 并 不 能 够 用 基本 函数 来 表示 它 。 当 然 ， 东 些 情况 


adt = at 

i ， 此 时 对 应 的 则 是 圆 的 弧 长 。 
不 过 ， 通 常情 况 下 ， 椭 圆 的 周 长 则 是 a 和 5b 的 非 初等 超越 函数 ， 因 此 我 们 
不 可 能 明确 地 描述 它 。 由 于 单位 圆 的 周 长 为 2r， 因 此 我 们 可 能 会 布 望 椭 
圆 的 周 长 看 起 来 是 下 面 这 个 样子 : 


2nx( 取 决 于 a 和 b 的 人 简单 的 表达 式 ). 


然而 ， 现 实 并 非 我 们 所 希望 的 那样 ， 因 此 上 古 希 腊 人 有 一 段 很 艰难 的 历程 
也 就 不 足 为 怪 了 。 这 并 不 是 因为 他 们 不 够 聪明 ， 而 是 他 们 想 表 达 的 内 容 
根本 就 不 能 够 用 他 们 想 要 使 用 的 数学 语言 表达 出 来 。 


对 于 抛物 线 ， 我 们 一 直 用 的 是 方程 y = *。 如 果 你 自己 并 没有 推导 出 这 
个 方程 ， 下 面 我 来 告诉 你 为 什么 它 表 示 的 是 一 条 抛物 线 。 假 定 我 们 有 一 
条 抛物 线 ， 我 们 可 以 这 样 来 选择 坐标 系 的 单位 和 方向 ， 即 使 抛物 线 相对 
于 y 轴 对 称 并 使 它 的 焦点 为 (0,1)。 




















根据 抛物 线 焦点 的 性 质 ， 我 们 知道 抛物 线 上 任意 一 点 与 焦点 之 间 的 距离 
等 于 这 一 扩 到 准 线 的 距离 在 这 个 例子 中 ， 准 线 的 方程 为 y= -1) 。 因 
此 ， 如 果 (xy ) 古 抛物 线 上 的 一 点 ， 那 么 我 们 必然 有 








y+1= Vii+(y—1). 

等 式 两 边 同 时 平方 然后 重新 整理 ， 我 们 可 以 得 出 

T= (y+1):—(y—1)= 4y. 
因此 ， 我 们 所 讨论 的 抛物 线 的 方程 为 儿 = 。 如 果 愿 意 ， 我 们 也 可 以 对 
它 缩放 (使 焦 中 等 于 原 来 的 了 ) ， 这 样 我 们 就 得 到 了 我 们 _ 直 使 用 的 广 
程 Y = 了。 由 于 所 有 的 抛物 线 都 是 相似 的 ， 所 以 我 们 不 妨 用 尽 可 能 简单 
的 方程 。 
前 面 我 们 已 经 处 理 过 抛物 线 与 坐标 轴 所 围 面积 的 积分 ， 即 


2 1 3 
1 一 Tadr = -7", 
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它 不 仅 是 初等 函数 ， 而 且 还 是 代数 函数 (也 就 是 说 不 涉及 三 a 
这 就 是 阿 基 米 德 和 够 成 功 的 原因 ， 相 较 而 言 ， 抛 物 线 弧 长 的 积分 (这 


我 更 愿意 用 方程 ”3” 来 表示 抛物 线 ) 则 等 于 


/ Vdr? 十 dy? 二 / V1 + ridr. 





用 任何 方法 去 度量 一 段 抛物 线 的 长 度 都 与 计算 这 一 积分 等 价 ， 这 就 是 我 
所 指 的 通用 语言 的 意思 。 虽 然 看 起 来 可 能 很 平常 ， 但 实际 上 这 一 积分 相 
当 重 要 。 


在 进一步 讨论 这 一 积分 之 前 ， 我 们 来 看 一 眼 双 曲线 。 同 样 地 ， 既 然 所 有 
的 双 曲 线 都 可 以 通过 拉 伸 等 轴 双 曲线 (也 就 是 无 穷 远 点 处 的 两 条 切线 相 
互 秋 直 的 双 曲 线 ) 得 到 ， 我 们 不 妨 就 以 等 轴 双 曲线 的 方程 开始 我 们 的 讨 
人 








然后 再 根据 双 曲 线 焦 点 的 性 质 〈 如 果 有 必要 的 话 也 可 以 进行 缩放 ) ， 我 
们 就 能 够 得 到 这 个 双 曲 线 的 方程 为 


多 vy = 让 
你 能 够 推导 出 这 个 方程 吗 ? 
特别 地 ， 这 说 明 所 有 的 双 曲 线 都 能 够 用 如 下 形式 的 方程 描述 : 











注意 到 这 个 方程 与 椭圆 的 方程 基本 上 相同 ， 只 是 中 间 的 正 号 变 成 了 负 
号 。 当 然 ， 这 与 它们 的 焦点 的 性 质 不 同 有 关 。 


另 一 方面 ， 如 果 将 双 曲 线 在 无 穷 远 点 处 的 两 条 切线 选 作 坐 标 轴 ， 我 们 惑 





会 看 到 如 下 图 所 示 这 样 一 种 完全 不 同 的 等 轴 双 曲线 : 


这 样 选 定 坐标 轴 的 方向 后 ， 我 们 得 到 的 双 曲 线 的 方程 为 xy = 1， 从 某 些 
方面 来 看 这 种 形式 的 方程 要 更 简单 。 当 然 ， 这 两 种 形式 必然 是 相关 的 。 
2 
来 : 


旋转 后 的 坐标 系 与 将 原来 坐标 系 中 的 x+ 和 x -选择 作为 我 们 的 新 坐标 


等 价 。 


顺便 说 一 句 ， 这 里 我 们 也 可 以 看 出 倒数 关系 y = 1x 的 曲线 恰好 是 一 个 等 
轴 双 曲线 。 


你 能 够 推导 出 第 二 个 等 轴 双 曲线 的 方程 为 xy = 1 吗 ? 它 的 焦距 是 多 少 ? 


为 了 讨论 起 来 更 简单 ， 这 里 我 们 将 只 关注 等 轴 双 曲线 xy = 1。 当 然 ， 还 
有 很 多 其 他 的 双 曲 线 也 需要 我 们 度量 ， 但 在 这 个 特殊 的 例子 中 ， 我 们 同 
样 会 遇 到 这 一 类 问题 所 有 的 难点 。 对 等 轴 双 曲线 xy = 1 来 说 ， 相 应 的 面 
积 积分 和 长 度 积分 分 别 为 

/ ydr = 2 





和 


/ V dr’ + dy* = | V 1 十 A 


再 一 次 地 ， 这 里 我 们 有 两 个 看 起 来 很 简单 但 处 理 起 来 却 很 棘手 的 积分 。 
结果 表明 ， 第 二 个 积分 (也 残 是 双 曲 线 弧 长 的 积分 〉 并 不 能 够 用 初等 函 
数 表示 ， 但 却 可 以 重 写 为 (修正 后 的 ) 椭圆 积分 的 形式 。 因 此 ， 人 至 少 从 
抽象 的 意义 来 说 ， 双 曲线 的 弧 长 与 李 圆 的 弧 长 是 相关 的 。 然 而 ， 真 正 令 
人 惊讶 的 却 是 面积 的 积分 。 什 么 ， 难 道 我 们 不 能 够 对 dx/x 进行 积分 吗 ? 
这 实在 太 不 像 话 了 ! 难道 我 们 真 的 要 忍受 这 样 的 耻辱 吗 ? 


在 处 理 这 一 令 人 不 安 的 情况 之 前 ， 让 我 们 先 回 过 头 来 看 一 看 抛物 线 弧 长 
的 积分 ， 即 / | i 有 很 
紧密 的 联系 。 我 之 所 以 想 给 出 这 一 联系 的 证 明 ， 则 是 出 于 下 面 这 两 个 原 
因 : 首先 ， 一 种 圆锥 曲线 的 长 度 居然 与 另 一 种 圆锥 曲线 的 面积 有 关 ， 我 
想 这 既 让 人 有 些 惊讶 同时 也 很 神奇 ， 其 次 ， 我 们 可 以 把 它 当 作 一 个 很 好 
的 分 析 技 术 的 示例 ， 来 展示 符号 变换 的 力量 。 


这 里 ， 我 们 关注 的 是 积分 
Vite 


,入 里 我 用 符号 : 代 葵 了 x， 因 为 这 样 一 来， 我 们 前 后 所 选择 的 符号 就 代 
寺 一 致 了 


令 VITEE 等 于 s (这 样 s 就 成 了 一 个 新 的 变量 ， 用 来 代替 V1 十 玉 这 个 复杂 
得 多 的 表达 式 ， 后 面 我 们 将 会 看 到 这 一 技术 的 强大 的 威力 ) ， 我 们 有 
s: ££=] 

成 立 ， 这 正 是 等 轴 双 曲线 的 方程 。 同 时 ， 我 们 所 关注 的 积分 也 就 变 成 了 
简单 的 |” ， 它 正好 是 面积 的 积分 。 这 样 ， 通 过 将 一 个 变量 缩写 为 另外 


我 们 就 揭示 出 了 这 文 两 个 积分 之 间 的 联系 。 不 过 ， 我 们 还 可 以 





























一 SS 十 二 


uu 二 Ss—t. 


我 们 就 可 以 将 方程 一 = ] 重 新 表示 为 简单 的 uv =1〈 这 就 是 等 轴 双 曲 
线 旋转 后 方程 的 形式 ) 。 现 在 ， 将 


l 二 
[sa 一 上 Ut+ ud(lu mv) 
、 J/ 4 
1 
了 du—u dui+vwv du—w dv. 
4 


同时 ， 由 于 uy = 1， 因 此 有 u dv+v du= 0 成 立 ， 这样 ， 我 们 上 面 的 积分 
本 以 进 二 步 等 于 


] ，， l 1 1 du 
(tw 一 v2) 十 二 fe 一 一 st 十 一 一 . 
区 | pM 2 p00 


因此 ， 所 有 这 些 变 换 整 理 后 的 结果 是 


一 一 -一 1] 1 1u 
/vi +t2dt 二 -tvV1l 十 世 十 一 
2 pA 


其 中 必 =t+V1I+ 刀 。 这 里 我 们 可 以 看 出 ， 度 量 抛物 线 长 度 的 障碍 与 度量 
du/u 

双 曲 线 面 积 的 障碍 完全 相同 ， 都 是 / 

现在 的 问题 是 ， 它 会 是 一 个 什么 样 的 函数 呢 ? 是 代数 函数 还 是 超越 函 


数 ? 它 会 涉及 三 角 函 数 呢 ， 还 是 它 本 映 是 一 个 新 函数 ?又 或 者 它 是 茶 个 
我 们 所 熟悉 的 函数 ? 





dr 一 ] 
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”NU (CD 


如 上 图 所 示 ， 证 明正 弦 函 数 一 个 周期 内 的 完整 弧 长 等 于 短 半 轴 为 1、 长 
半 轴 为 v2 的 椭圆 的 周 长 。 
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上 一 节 中 ， 试 图 度量 圆锥 曲线 的 企图 使 我 们 陷入 了 一 个 相当 七 傣 难 堪 的 
境地 。 毕 竞 ， 圆 锥 曲线 是 最 简单 的 曲线 ， 因 此 它们 所 对 应 的 微分 方程 也 
理应 有 痢 优 雅 简 单 的 外 观 ， 然 而 由 于 某 种 原因 ， 我 们 似乎 并 不 能 够 求解 
它们 。 特 别 地 ， 现 在 我 们 知道 : 双 曲 线 面积 的 积分 和 抛物 线 长 度 的 积分 


ar/ 
最 终 都 归结 为 同一 个 问题 ， | ”到 瓜 是 什么 3 


除了 与 圆锥 曲线 的 度量 内 在 相关 之 外 ， 从 分 析 的 角度 来 看 这 一 积分 本 号 
也 很 有 意思 。 还 有 比 dx/x 更 简单 、 更 自然 的 微分 吗 ? 因此 ， 它 的 积分 也 
必然 是 简单 的 、 目 然 的 ， 难 道 不 是 吗 ? 那么 ， 问 题 到 底 出 在 哪 呢 ? 


为 了 使 这 一 问题 有 所 进展 ， 有 一 种 很 明显 的 方法 ， 那 就 是 进行 一 系列 非 
常 隐 明 《同时 也 能 很 芋 运 ) 的 猜测 直到 我 们 及 现代 数 函 数 或 者 三 角 函 数 
的 茶 些 巧妙 组 合 的 导数 正好 是 倒数 函数 。 但 遗憾 的 是 ， 这 样 的 努力 坚 无 
布 望 可 言 。 或 许 你 已 经 猜 到 了 ， 这 一 积分 不 仅 简单 目 然 ， 同 时 也 代表 了 
一 种 全 新 的 超越 函数 。 


因此 ， 接 下 来 我 们 并 不 会 用 分 析 的 方法 去 求解 双 曲线 与 坐标 轴 所 围 面 积 
的 问题 。 相 反 ， 我 想 同 你 展示 我 们 是 怎样 利用 双 曲 线 的 几何 形状 来 获得 
这 一 积分 的 信息 的 。 几 何 与 分 析 之 间 一 直 都 存在 着 对 话 ， 我 们 可 以 把 这 
一 积分 的 求解 过 程 当 作 其 中 一 个 很 好 的 示例 。 


为 了 使 讨论 更 明确 ， 如 下 图 所 示 ， 我 们 用 A(w ) 来 表示 当 x 在 1 到 w 这 个 
区 间 内 时 ， 双 曲线 与 坐标 横 轴 之 间 所 夹 区 域 的 面积 。 











] Ww 


(当然 ， 我 更 愿意 两 者 所 夹 的 区 域 能 够 从 x = 0 这 一 点 开始 ， 但 由 于 倒数 
函数 的 取 值 在 这 一 点 无 穷 大 ， 因 此 x = 1 似乎 是 我 们 退 而 求 其 次 的 选 
择 。) 这 样 ，A(w) 束 成 了 我 们 一 直 所 寻找 的 函数 ， 因 为 A(w) 满 足 dA = 


dw/w。 





一 般 来 说 ， 通 常 我 们 想 要 度量 的 是 a 和 b 这 两 个 任意 点 之 间 的 区 域 的 面 
口 


人 


a b 


如 果 a 和 b 都 大 于 1， 那 么 我 们 可 以 将 这 一 区 域 的 面积 视 为 A(b) 与 A(q) 之 

产 ， 即 A(b) - A(a)。 “我 们 很 快 就 会 看 到 应 该 怎样 处 理 位 于 x = 1 左边 区 
域 的 面积 。)〉 因 此， 掌握 了 函数 A 的 性 质 ， 也 就 是 能 够 准确 地 理解 A(w ) 
到 底 是 如 何 取决 于 w 的 ， 我 们 就 能 够 完全 解决 双 曲 线 面 积 的 问题 。 反 过 
来 ， 任 何 关 于 双 曲 线 面 积 的 信息 也 能 够 告诉 我 们 函数 A(w ) 的 某 些 性 质 。 


健 巧 的 是 ， 倒 数 函 数 的 曲线 与 坐标 横 轴 所 夹 区 域 的 面积 的 确 有 一 个 非 沂 
漂亮 的 性 质 ， 即 标 度 不 变性 (scaling invariance) 。 为 了 说 明 这 一 性 
质 ， 我 们 来 看 下 面 这 两 个 双 曲 线 与 坐标 横 轴 所 夹 的 区 域 。 
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需要 注意 的 是 ， 第 二 个 区 域 ( 从 3 到 6) 的 宽度 是 第 一 个 区 域 “〈 从 1 到 2 ) 
的 三 倍 ; 同时 ， 在 任意 一 点 ， 第 二 个 区 域 的 高 度 也 是 第 一 个 区 域 的 三 分 
之 一 ， 因 为 我 们 处 理 的 是 倒数 函数 的 曲线 。 更 准确 地 说 ， 第 一 个 区 域 中 
每 个 牌 直 的 长 条 都 与 第 二 个 区 域 中 三 倍 澳 上 度 、 三 分 之 一 高 度 的 长 条 相对 
应 。 如 果 愿 意 ， 我 们 可 以 认为 第 二 个 区 域 是 通过 拉 伸 第 一 个 区 域 得 到 

人 
说 得 通 吧 ? 


这 里 的 关键 是 ， 这 两 个 区 域 的 面积 必然 是 相等 的 。 我 们 知道 ， 拉 伸 变 换 
之 后 的 面积 等 于 之 前 的 面积 乘 以 拉 伸 系数 ， 因 此 前 面 两 个 拉 伸 系数 的 作 
用 相互 抵消 。 当 然 ， 数 字 3 本 映 并 没有 什么 特殊 之 处 。 更 一 般 的 表述 
古 ， 区 间 a 到 b 之 间 的 区 域 的 面积 与 区 间 ac 到 bc 之 间 的 区 域 的 面积 是 相 
等 的 。 你 明白 为 什么 吗 ? 
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你 能 够 通过 标 度 不 变性 度量 位 于 x = 1 左边 区 域 的 面积 吗 ? 


这 说 明 杀 个 区 间 内 倒数 函数 曲线 下 方 区 域 的 面积 只 取决 于 这 一 区 间 两 个 
端点 取 值 的 比例 ， 而 与 两 个 端点 本 里 的 取 值 无 天 。 特 别 地 ， 对 任意 两 个 
数值 a 和 b， 区 间 1 到 a 之 间 的 面积 与 区 间 b 到 ab 之 间 的 面积 相等 。 








1 a pb ab 


如 果 从 分 析 的 角度 用 面积 函数 A 来 表述 ， 那 就 是 
4(ob) 一 40 = 4(o) 一 4(1)。 由 于 A(1) = 0， 因 此 我 们 可 以 将 这 个 结论 重 
新 表示 为 下 面 这 种 更 简洁 的 形式 : 


4(ap) 三 4(a) 十 了 4(D) 


这 真 漆 亮 ! 通过 双 曲 线 面积 的 标 度 不 变性 ， 我 们 知道 了 神秘 函数 4A 一 个 
让 人 意 想 不 到 的 性 质 : 它 将 乘法 转换 成 了 加 法 。 也 就 是 说 ， 如 果 我 们 认 
为 A 是 一 个 将 数值 w 转换 为 A(w ) 的 过 程 ， 那 么 这 个 结论 所 表达 的 意思 就 
是 : 用 A 转换 两 个 数 的 乘积 ， 其 结果 等 于 用 A 分 别 转换 这 两 个 数 再 将 转 
换 所 得 的 结果 相 加 。 (顺便 说 一 句 ， 如 果 我 们 选择 了 一 个 不 同 的 面积 函 
数 ， 区 间 的 起 点 并 不 是 x= 1 这 一 点 ， 那 么 这 个 结论 是 不 成 立 的 。 因 
此 ，x= 1 这 一 点 绝对 是 正确 的 选择 。) 


前 面 我 提 到 了 ， 函 数 A(w ) 被 认为 是 超越 函数 ， 因 此 ， 实 际 上 我 们 是 计算 
不 出 A(2)、A(3) 或 A(6) 的 具体 数值 的 。 好 在 无 论 它 们 的 值 到 底 是 多 少 ， 
至 少 我 们 知道 A(6) 与 A(2) + A(3) 正 好 相等 。 这 使 我 们 想起 三 角 函 数 的 情 
形 ， 尽 管 通常 我 们 并 不 能 够 知道 正弦 和 余弦 函数 的 精确 取 值 ， 但 我 们 知 
道 这 两 者 之 间 有 着 很 多 美妙 而 有 趣 的 关系 〈 比 如 半角 公式 ) 。 


目前 ， 只 有 当 w > 1 时 ， 我 们 对 A(w ) 进 行 了 定义 。 那 么 ， 我 们 应 该 怎样 
扩展 A(w ) 使 它 对 0 到 1 之 间 的 w 也 有 定义 呢 ? 在 扩展 A(w ) 定 义 的 同时 ， 
我 们 仍然 保持 a6) = 44@) + 40) 这 一 性 质 成 立 吗 ? 


你 能 够 想 出 扩展 A(w ) 定 义 的 方法 吗 ? 


既然 现在 我 们 涉及 了 将 乘法 转换 为 加 法 这 一 主题 ， 我 想 顺便 说 几 句 历史 
方面 的 题 外 话 。 前 面 我 们 在 讨论 角度 和 长 上 度 时 ， 我 所 到 了 十 五 世纪 末 
《如 1492 年 ) 远洋 航行 的 到 来 如 何 产生 了 对 精确 的 三 角 函 数 表 的 需求 ， 
也 就 是 对 比较 精确 的 正弦 和 余弦 近似 值 的 需求 。 虽 然 人 工 制作 这 样 的 表 
很 需要 费 一 看 苗 功 夫 ， 然 而 一 旦 完成 ， 我 们 就 可 以 很 方便 地 从 表 中 查询 














人 
虹 访 我。 ) 


虽然 这 些 航 海 表 的 出 现 使 航海 家 们 无 须 继 续 进行 大 量 乏 味 的 三 角 计 算 ， 
然而 大 量 的 算术 计算 仍然 是 不 可 避免 的 。 或 许 你 可 以 从 三 角 函 数 表 中 得 
出 一 些 相 当 准 确 的 四 位 或 者 五 位 的 近似 值 ， 但 你 仍然 需要 处 理 它 们 ， 比 
如 说 对 它们 进行 加 减 乘除 。 


现在 你 可 能 会 想到 ， 我 们 可 以 通过 运算 来 做 这 一 类 事情 : 数字 、 位 值 、 
进位 ， 等 等 。 事 实 上 ， 当 进行 加 法 和 减法 时 ， 标 准 的 计算 过 程 十 分 高 

效 。 例 如 ， 如 果 我 们 有 两 个 五 位 数 ， 比 如 说 32768 和 48597， 将 这 两 个 数 
相 加 是 很 容易 的 ， 其 计算 过 程 如 下 : 


32708 
48397 


81365 


这 里 的 关键 是 ， 独 立 步 又 (也 束 是 可 能 产生 进位 的 一 位 数 的 加 法 的 数 
目 与 数值 的 位 数 相等 。 因 此 ， 两 个 十 位 数 的 加 法 最 多 只 需要 进行 20 次 一 
位 数 的 相 加 ， 即 使 相 加 的 数值 本 喘 特别 的 大 。 减 法 的 情况 与 加 法 类 似 。 


然而 ， 乘 法 却 是 一 个 是 梦 (除法 就 更 不 用 说 了 ! ) ， 问 题 在 于 它 花 费 的 
时 间 太 长 : 两 个 五 位 数 的 乘法 需要 进行 25 次 一 位 数 的 相 乘 (这 还 不 包括 
必要 的 加 法 和 进位 ) 。 如 果 我 们 想 要 计算 两 个 十 位 数 的 乘积 ， 那 么 则 需 
要 进行 100 次 以 上 独立 的 计算 。 让 我 们 暂时 把 航海 家 和 会 计 师 所 面临 的 
实际 问题 放 在 一 边 ， 我 发 现 即 使 从 纯 理 论 层 面 来 考虑 ， 出 现 一 种 运算 要 
比 另 外 一 种 运算 费时 耗 力 得 多 的 情况 也 很 有 意思 。 不 过 不 是 因为 出 现 这 
样 的 现象 会 令 人 惊讶 ， 毕 竞 乘法 就 是 重复 的 加 法 。 


不 管 怎样 ， 当 苏格兰 数学 家 约 珊 ' 纳 皮尔 于 1610 年 发 明了 一 个 更 好 的 系 
统 时 ， 所 有 从 事 算术 计算 的 人 都 大 大 地 松 了 一 口气 。 


纳 皮 尔 的 想法 是 这 样 的 。 首 先 ， 我 们 注意 到 数 与 10 相 乘 时 非常 简单 ， 如 
367 x 10 = 3670。 这 并 不 是 因为 数字 10 有 什么 特殊 的 性 质 ， 而 是 因为 我 
们 选择 了 10 作 为 基数 。 也 就 是 说 ， 当 我 们 写 下 像 367 这 样 的 数 时 ， 我 们 
是 在 以 10 为 基数 来 表示 这 个 量 值 〈 即 三 个 100、 六 个 10 以 及 七 个 1) ， 因 























此 当 数 字 相 同时 ， 数 字 串 中 的 每 一 位 都 等 于 下 一 位 的 十 倍 。 这 样 ， 乘 以 
10 残 等 于 简单 地 使 每 一 位 数 回 左 移 一 位 ， 所 得 的 数 束 是 原来 数 的 十 倍 。 
当然 ， 我 们 也 可 以 选择 不 同 的 基数 ， 比 如 说 7， 这 样 乘 以 7 就 相当 于 使 每 
一 位 数 癌 左 移 一 位 。《〈 基 数 小 的 好 处 是 ， 我 们 可 以 减少 一 些 记 忆 : 由 于 
只 有 六 个 非 0 的 数字 ， 因 此 乘法 表 要 小 不 少 。 但 这 样 做 也 不 好 的 地 方 ， 

那 就 是 表示 同样 一 个 数 ， 基 数 小 时 数 的 位 数 会 变 多 。) 选择 10 作 为 基数 
在 数学 上 并 不 会 带 来 什么 特殊 的 好 处 ， 它 只 是 一 个 文化 的 选择 ， 其 原因 
则 是 我 们 刚好 有 十 个 手指 。 当 然 啦 ， 一 旦 这 样 的 “十 进 制 ” 系 统 得 到 了 普 
裔 的 应 用 ， 乘 以 10 也 就 会 变 得 特别 的 方便 。 


特别 地 ， 那 些 是 10 的 寡 的 数 ， 比 如 说 100 或 者 10 000， 相 乘 起 来 也 非常 
简单 : 我 们 只 需要 数 一 下 一 共 需 要 移 多 少 位 。 既 然 100 等 于 1 左 移 两 位 ， 
而 10 000 等 于 1 左 移 四 位 ， 因 此 它们 的 乘积 就 是 1 000 000〈 也 就 是 1 左 移 
六 位 ) 。 这 里 关键 的 是 ， 我 们 观察 到 10 的 窜 的 乘法 本 质 上 是 加 法 。 也 就 
是 说 ， 像 这 样 的 两 个 数 相 乘 ， 我 们 只 需要 将 所 移 的 位 数 相 加 ， 即 


10™ 。 102 = I 


当然 ， 这 一 结论 也 适用 于 其 他 任何 数值 ， 而 不 仅仅 是 10。 因 此 ， 对 于 任 
意 的 数 ， 我 们 总 有 下 式 成 立 : 




















因为 这 正 是 重复 相 乘 的 含义 。 顺 便 说 一 句 ， 当 我 们 写 类 似 于 2 这 样 的 数 
时 ， 重 复 相 乘 的 数值 2 被 称 为 底数 ， 而 重复 的 次 数 5 则 被 称 为 指数 
(exponent， 拉 丁 语 “ 展 出 ”的 意思 ) 。 这 个 数 本 身 则 被 称 为 “2 的 五 次 

时 ?或 者 “2 的 五 次 方 ”。 


这 一 模式 是 如 此 简单 漂 完 ， 我 们 通常 也 会 将 它 扩 展 到 指数 为 负数 以 及 为 
分 数 时 。 也 就 是 说 ， 对 于 2 -这样 的 表示 ， 无 论 最 终 我 们 选择 用 它 来 表 
示 什 么 ， 只 要 我 们 坚持 2™" = 2 .2" 这 一 模式 保持 不 变 ， 我 们 就 能 够 搞 
清楚 它 的 意思 。 这 是 数学 中 的 一 个 重大 主题 ， 即 将 思想 和 模式 扩展 到 新 
的 领域 。 数 学 模式 就 像 是 水 晶 ， 它 们 保持 形状 不 变 ， 并 且 会 随 着 上 自 喘 的 
生长 超出 原来 的 范围 。 前 和 面 我 们 将 正弦 和 余弦 的 定义 扩展 到 任意 的 角 残 
古 一 个 例子 ， 射 影 空 间 则 是 另外 一 个 例子 。 下 面 ， 我 们 也 要 对 重复 相 乘 
进行 相应 的 扩展 。 


我 们 不 妨 从 2 的 需 开 始 ， 写 出 如 下 的 头 几 项 后 ， 我 们 就 会 发 现 一 个 简单 
的 模式 : 
































2 三 0024 三 上 2 三 .824 三 6 
这 个 规律 是 : 指数 每 增加 1， 寺 所 表示 的 值 就 会 变 为 原来 的 两 倍 。 当 
然 ， 这 一 点 是 显而易见 的 。 但 它 同 时 也 意味 着 ， 指 数 每 减少 1， 窜 所 表 
示 的 值 束 变 为 原来 的 一 半 。 这 样 ， 我 们 就 可 以 对 2" 的 含义 进行 扩展 了 。 
首先 ， 它 表明 2° 应 该 等 于 1。 这 里 有 意思 的 是 ，2" 原 来 的 含义 即 “n 个 2 相 
eT 难道 我 们 真 的 要 说 零 个 2 相 乘 等 于 1 吗 ? 我 
， 如 果 我 们 真 想 这 样 也 未 答 不 可 ， 0 
re 
思 ”。 上 所 有 的 数学 含义 都 是 这 样 得 到 的 ， 这 样 的 表述 其 实 并 不 夸张 。 


继续 这 一 模式 ， 我 们 发 现 : 








其 他 依 此 美 推 。 通 常 ， 用 a "来 表示 1 因此 我 们 有 3 5， 


(特别 地 ，o-! 则 是 La 的 一 种 很 有 趣 的 写法 。) 
证 明 对 于 所 有 的 整数 m 和 nm， 都 有 2 =” 12 成 立 。 
证 明 对 于 所 有 的 整数 站， 包括 正 数 、 负 数 和 零 ， 都 有 dtz") = mz™ dz 


成 立 。 


让 我 们 更 进一步 。 有 什么 好 的 方法 可 以 赋予 2 ?意义 吗 ? 如 果 上 述 的 规 
0 页 域 同样 成 立 的 话 ， 我 们 有 








相 乘 时 我 们 总 会 得 到 2， 


这 就 表明 无 论 2“ 的 值 到 底 是 多 少 ， I 
=V10， 更 一 般 的 情形 则 是 


因此 2 “必然 等 本 V ? 2。 类 似 地 ，107 


al/? = Va, 


事实 上 ， 这 里 我 们 还 需要 谨慎 一 些 ， 因 为 有 一 些 模棱两可 。 毕 竟 ， 如 
果 q 是 正 数 ，0 会 存在 两 个 平方 根 ， 那 么 我 们 想 要 012 表 示 其 中 哪 一 个 
呢 ? 此 外 ， 如 果 a 征 负数 ， 我 们 则 会 遇 到 更 大 的 问题 。 到 目前 为 止 ， 负 





数 的 平方 根 还 没有 定义 ， 我 们 又 要 怎样 处 理 (-2) 己 这样 的 数 呢 ? 


一 种 解决 方法 是 ， 我 们 将 的 数 限制 为 正 数 。 也 就 是 说 ， 只 有 妆 a 为 正 数 
时 ， 我 们 才 赋 予 a 意义 。 另 一 种 可 能 则 是 扩张 我 们 的 数 系 ， 使 它 也 包 
含 V 一 :这样 的 新 的 数值 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 这 样 做 ， 而 且 是 应 该 这 样 

做 ! 但 遗憾 的 是 ， 即 使 这 样 ， 我 们 仍然 没有 解决 模棱两可 这 一 问题 ， 我 
们 仍然 需要 从 a 的 两 个 平方 根 中 选 出 一 个 作为 a* 所 表示 的 值 〈 如 果 我 们 
希望 它 有 意义 的 话 ) 。 那 么 ， 选 择 哪 一 个 呢 ? 当 a 为 正 数 时 ， 和 人们 通 第 
会 选择 正 的 平方 根 。 因 此 ，4!“ = 2， 而 不 是 -2。 虽 然 这 样 做 不 免 有 些 武 
断 ， 但 我 们 至 少 使 上 述 漂 腕 的 模式 保持 了 前 后 一 致 。 


就 目前 来 说 ， 我 们 做 出 了 如 下 的 约定 : 野 的 底数 总 是 正 数 ， 而 且 当 同 一 
个 需 可 以 表示 正 负 两 个 数 时 ， 我 们 总 是 会 选择 正 数 。 因 此 ， 我 们 有 : 仅 
nn 
民 。 


当然 ， 你 可 能 并 不 想 做 任何 选择 ， 并 对 我 们 的 整个 规划 心 生 排斥 。 你 可 
能 也 看 不 出 这 样 写 会 有 什么 好 处 。 不 过 ， 我 喜欢 这 样 ， 因 为 它 表 明 模 式 
古 前 后 一 致 的 ， 而 且 我 感觉 这 也 是 模式 本 号 的 要 求 一 一 摆脱 加 给 它 的 束 
缚 。 下 面 ， 我 们 继续 前 面 的 讨论 。 


我 们 要 怎样 定义 a34 这 样 的 数 呢 ? 无 论 它 的 值 是 多 少 ， 我 们 知道 ， 它 的 
四 次 方 “也 就 是 四 个 a34 相 乘 ) 必然 等 于 o。 你 知道 为 什么 吗 ? 这 说 
明 a34 必 然 等 于 a 的 立方 的 四 次 方 根 ， 也 就 是 Yo 。 现 在 ， 我 们 知道 了 一 
般 的 模式 : a™" 必 然 是 a™ 的 n 次 方 根 〈( 当 然 ， 根 据 我 们 前 面 的 约定 ， 它 
是 正 的 n 次 方 根 ) 。 


证 明 对 于 任意 分 数 m /n， 我 们 都 有 4”” = Ya 成 立 。 另 外 ，Yan 等 于 


(Va)" 吗 ? 


这 就 是 模式 的 力量 ， 作 为 数学 家 ， 我 们 乐于 接受 这 样 的 结果 ， 因 为 与 其 
他 的 东西 相 比 ， 漆 腕 简单 的 模式 对 我 们 来 说 更 重要 ， 即 使 是 我 们 上 自己 的 
意愿 与 直觉 。 另 外 ， 对 于 2 交 所 表示 的 意义 ， 我 们 并 不 存在 什么 先 验 的 
想法 。 这 里 的 关键 是 ， 如 果 选 择 用 它 来 表示 “2 的 立方 的 八 次 方 根 的 倒 

数 ”"， 前 述 的 模式 束 能 够 继续 成 并 。 


证 明 对 于 任意 的 整数 m 和 n， 我 们 都 有 (a”)” 二 a 成立。 如 果 m 和 为 























分 数 ， 这 一 结论 仍然 成 并 吗 ? 
证 明 对 于 任意 的 分 数 m， 我 们 都 有 d(7™) = mr” dr 成 立 。 


现在 ， 对 于 所 有 的 有 理 数 b， 我 们 知道 了 ab 的 含义 。 那 么 ， 如 果 指 数 b 
是 无 理 数 呢 ? 我 们 能 够 搞 清楚 像 2” “或 者 10" 这 样 的 数 的 意义 吗 ? 


下 面 ， 我 们 来 做 一 些 数 学 家 经 常 做 的 事情 ， 即 我 们 假设 结论 是 成 立 的 ， 
这 里 就 是 假设 我 们 搞 清 楚 了 这 些 数 的 意义 ， 我 们 来 看 一 看 会 发 生 什 么 。 
(这 种 理论 方法 有 着 您 久 的 历史 ， 古 希腊 人 称 之 为 分 析 ， 与 综合 相对 ， 
它 指 的 是 依据 基本 的 原理 去 建立 知识 的 体系 。) 总之， 假定 对 于 任意 的 
指数 bp， 我 们 都 知道 了 表达 式 q? 的 意义 。 当 然 ， 这 里 我 们 同样 认为 前 面 
的 模式 保持 不 变 《〈 不 然 的 话 ， 我 们 也 可 以 规定 2 等 于 37， 不 过 这 样 做 就 
和 
JJ 个 工 : 








qt .ac = att 


特别 地 ， 无 论 3"* 和 3" 的 值 是 多 少 〔 它 们 极 有 可 能 是 超越 数 ) ， 我 们 都 认 
为 3"… 是 两 者 的 乘积 。《〈 这 里 我 们 并 没有 认为 什么 一 定 会 成 立 ， 我 们 只 
是 希望 它 能 够 成 并。) 


下 面 就 是 纳 皮 尔 的 想法 。 假 定 我 们 有 一 个 值 ， 比 如 说 32768， 显 然 ， 这 
个 值 介 于 104 与 10? 之 间 。 纳 皮尔 认识 到 ， 在 4 和 5 之 间 ， 必 然 存在 某 一 个 
值 p， 使 得 32768 = 10P 成 立 。 也 就 是 说 ， 任 何 一 个 数 都 是 10 的 壤 。 既 然 
10 的 寡 相 乘 很 简单 ， 而 任何 数 又 都 可 以 表示 成 10 的 需 ， 这 束 意 味 着 任何 
数 相 乘 都 会 很 简单 。 当 然 ， 这 里 的 难点 在 于 怎样 计算 出 给 定 的 数 是 10 的 
多 少 次 需 。 因 此 ， 这 里 我 们 有 下 面 这 两 个 问题 : 其 一 ， 难 道 任 何 数 都 真 
的 能 够 表示 成 10 的 蝴 ? 其 二 ， 我 们 到 底 要 怎样 才能 够 计算 出 这 个 指数 

呢 ? 事实 上 ， 这 是 两 个 相当 重要 的 问题 。 


另 一 方面 ， 现 实 中 我 们 需要 的 只 是 近似 值 ， 这 样 微 妙 的 数学 问题 就 消失 
了 。 我 们 并 不 需要 知道 对 于 无 理 数 b 来 说 ，a 是 否 有 意义 ， 因 为 每 一 个 
无 理 数 都 可 以 近似 地 看 成 是 分 数 。 例 如 ， 假 如 我 想 将 37 这 样 的 数 表示 成 
10 的 暴 ， 我 只 需要 找到 这 样 的 一 个 分 数 m /n 使 得 10™” 守 37。 换 人 句 话 
说 ，10™ 应 该 约 等 于 37"。 下 面 ， 我 们 来 看 几 个 与 10 的 暴 比 较 接近 的 37 的 
昭 : 

















372 = 1369 103. 
377 = 94931877133 3 1011. 


因此 ，3/2 = 1.5 是 一 个 比较 粗略 的 近似 ， 而 117 s 1.57 则 是 一 个 相对 精确 
的 近似 。 关 键 是 ， 对 于 船 的 航行 或 者 其 他 类 似 的 平常 的 目的 ， 我 们 并 不 
需要 指数 特别 精确 。 如 果 我 们 比较 注重 指数 的 精确 性 ， 我 们 甚至 可 以 得 
到 1.5628 这 样 相当 精确 的 近似 值 。 当 然 ， 如 果 我 们 希望 每 一 个 要 用 到 的 
数 都 能 够 有 这 样 精确 的 近似 值 的 话 ， 这 个 工作 量 将 会 相当 大 。 不 过 ， 就 
像 三 角 函 数 表 ， 这 样 的 工作 只 需要 做 一 次 ， 而 这 正 是 纳 皮 尔 痢 手 做 的 事 


博 。 


对 于 每 一 个 数 N， 我 们 都 试图 找到 一 个 相应 的 数 p( 人 至 少 是 近似 地 ) 使 得 
N= 10?， 纳 皮尔 称 p 为 N 的 对 数 (logarithm， 由 希腊 语 logos 和 arithmos 
合成 ， 意 思 是 “估算 的 方法 ”) 。 因 此 ，37 的 以 10 为 底数 的 对 数 大 约 是 

1.5628。 我 们 用 L(N ) 来 表示 NN 的 对 数 ， 这 样 纳 皮尔 所 制作 的 表 的 局 部 看 
起 来 就 会 是 下 面 这 个 样子 : 














N | LWN) 

33 | 1.5441 
30 | 1.3363 
37 | 1.3682 
38 | 1.3798 
39 | JL.3%L] 


下 面 到 了 关键 的 一 步 ， 假 定 我 们 想 乘 以 两 个 数 ， 比 如 说 就 是 前 面 我 们 所 
提 到 的 那 两 个 数 : 32768 和 48597。 通 常 来 说 ， 这 将 是 一 个 烦人 的 、 有 很 
多 步骤 的 计算 过 程 。 不 过 ， 利 用 纳 皮 和 尔 “ 令 人 钦佩 的 对 数 表 ”， 我 们 可 以 
将 这 两 个 数 〈 再 一 次 近似 地 ) 表示 成 10 的 蜂 ， 即 


4.5154 





32768 六 10 


48597 ~ 1046866 


而 由 于 10 的 早 相 乘 仅仅 需要 将 指数 相 加 ， 因 此 我 们 有 : 


32768 x 48597 ~ 109.2020 


查阅 对 数 表 (以 相反 的 方式 查询 ) ， 我 们 发 现 其 对 数值 与 9.2020 最 接近 
的 整数 是 1592208727， 这 说 明 这 两 个 数 真 正 的 乘积 应 该 与 这 个 数 很 接 

近 。 事 实 上 ，32768 x 48597 = 1592426496， 因 此 我 们 的 估 值 可 以 精确 到 
第 四 位 小 数 。 换 句 话 说， 我 们 可 以 精确 到 万 分 之 一 。 关 键 是 ， 这 里 我 们 
共 只 是 查 了 三 次 对 数 表 外 加 做 了 一 次 加 法 而 已 。 不 难看 出 ， 对 数 表 的 
确 能 够 节省 大 量 的 时 间 。 


如 果 我 们 想 乘 以 三 个 或 者 更 多 的 数 ， 又 该 怎么 办 ? 


心 存 疑虑 的 读者 可 能 会 党 得 ， 像 这 样 的 表 能 够 包含 1592208727 这 样 大 的 
数值 似乎 不 太 可 能 ， 他 们 是 对 的 一 一 对 数 表 的 确 不 会 包含 这 样 大 的 数 。 
在 实际 操作 中 ， 我 们 只 需要 有 1 到 10 之 间 的 数值 的 对 数 表 ， 其 他 的 数值 
则 可 以 通过 移 位 得 到 。 例 如 ， 假 如 我 想 知 道 L(32768)， 实 际 上 我 只 需要 
查 出 L(32768) = 0.5154， 然 后 再 将 这 个 值 加 上 4。 这 是 因为 乘 以 10 就 等 于 
指数 加 上 1; 这 就 是 对 数 。 类 似 地 ， 要 查 9.2020 的 “反对 数 ”"， 我 会 先 在 对 
数 那 一 列 中 找 0.2020， 然 后 发 现 它 所 对 应 的 数 为 1.5922〔( 假 设 对 数 表 精 
确 到 小 数 点 后 第 四 位 ， 这 是 非常 标准 的 对 数 表 ) 。 然 后 用 这 个 数 乘 以 

10?9， 我 就 得 到 了 最 终 的 答案 1592200000， 这 几乎 与 前 面 一 样 精确 。 


当然 ， 由 于 高 速 电 子 计算 器 的 出 现 ， 实 际 上 今天 人 们 已 经 不 再 用 对 数 进 
行 算术 计算 了 了。 事实 上 ， 现 今 几 乎 所 有 的 计算 都 是 由 机 融 完 成 的 (正如 
羔 布 尼 次 所 预测 的 那样 ，。 这 里 ， 我 之 所 以 会 提起 对 数 ， 并 不 是 因为 它 
在 计算 方面 的 功用 这 一 功用 如 今 只 是 历史 的 一 个 注脚 〉 而 是 为 了 用 一 
个 很 稀奇 的 例子 来 说 明 数 学 中 一 个 出 人 意料 的 联系 ， 即 双 曲 线 的 面积 

Cdx/x 的 积分 ) 原来 与 指数 〈 对 数 ) 的 性 质 有 关 。 为 加 快运 算 速度 而 发 
明 的 实用 算术 居然 与 古典 圆锥 曲线 的 度量 有 如 此 紧密 的 联系 ， 这 是 多 么 
令 人 意外 呀 ! 我 们 再 总 结 一 次 ， 这 两 者 之 间 的 联系 是 : 无 论 是 哪 一 种 情 
况 ， 乘 法 都 可 以 用 东 种 方法 转化 为 加 法 。 


我 们 应 该 如 何 用 对 数 来 计算 两 个 数 相 除 ? 又 该 如 何 用 对 数 去 求 一 个 数 
的 平方 根 呢 ? 
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用 现代 的 观点 来 看 ， 纳 皮尔 的 对 数 可 以 看 成 是 两 个 明显 不 同 的 代数 结构 
之 间 的 同 构 。 一 方面 ， 我 们 有 乘法 下 所 有 正 实数 组 成 的 体系 ; 为 一 方 
面 ， 我 们 有 加 法 下 所 有 实数 〈 包 括 正 数 和 负数 ) 组 成 的 体系 。 纳 皮尔 的 
对 数 则 为 这 两 个 体系 提供 了 一 个 “词典 ”。 


/iQ 1] 
po 乘法 
4 \ | 
£ \ / 
/ \ 由 
人 
一 ] 0 1 





在 这 种 对 应 关系 下 ， 正 数 w 会 转化 为 它 的 对 数 L(w )， 比 如 10? 这 个 数 就 
会 转化 为 以 10 为 底数 的 对 数 ， 也 就 是 6。 而 作为 乘法 单位 元 的 数 1〈 即 对 
所 有 的 数 w 都 有 1 x w = w) ， 则 与 作为 加 法 单位 元 的 数 0〈 即 0+ w= 
w) 相对 应 。 类 似 地 ， 除 法 (也 就 是 乘法 的 逆 运 算 ) 则 与 减法 (加 法 的 
逆 运 算 ) 相对 应 。 关 键 的 一 点 是 ， 是 对 数 让 我 们 看 出 了 这 两 个 体系 的 结 
构 是 相同 的 。 更 准确 地 说 ， 对 于 任意 的 正 数 a 和 b， 我 们 部 有 下 式 成 


YY.: 
Llab) = L{(a) + L(b). 


因此 ， 对 数 有 着 与 双 曲 线 面 积 相 同 的 性 质 ， 它 将 相 乘 转化 为 相 加 。 当 
然 ， 这 也 正 是 纳 皮 尔 这 一 重大 及 现 最 重要 的 一 点 : 加 法 更 快 ， 乘 法 则 比 
较 慢 。 不 过 现在 我 们 知道 了 ， 这 两 者 实际 上 是 等 价 的 。 


当然 ， 前 提 是 真 的 有 对 数 这 样 的 事物 存在 。 用 10 的 分 数 次 暴 近 似 地 表示 
所 有 的 数 是 一 回 事 ， 而 要 证 明 我 们 完全 可 以 这 样 做 ， 并 且 还 能 够 保证 两 
者 等 同 〈“ 即 无 限 的 精确 ) ， 则 完全 是 另外 一 回 事 。m 真 的 是 10 的 茶 个 精 
确 的 暴 ? 如 果 是 的 话 ， 这 个 暴 义 会 是 什么 样 的 数 呢 ? 换 句 话说 ， 我 们 怎 
样 才 能 知道 "(或 者 2) 真 的 有 对 数 呢 ?我 想 你 明白 我 在 说 什么 吧 ? 


男 外 一 个 问题 则 与 数 10 有 关 ， 纳 皮尔 的 对 数 是 以 这 个 不 是 那么 有 意思 的 























数 为 底数 的 《底数 这 一 说 法 非常 贴切 ) 。 作 为 一 种 为 十 进 制 文化 群体 而 
设计 的 计算 系统 ， 我 们 可 以 说 它 非常 好 ， 但 作为 数学 家 ， 我 们 似乎 应 该 
寻找 一 个 本 质 上 更 漂亮 、 更 自然 的 底数 。 再 一 次 地 ， 我 们 遇 到 了 与 单位 
无 关 的 问题 。 为 指数 表示 法 选择 底数 的 问题 与 选择 度量 单位 的 问题 完 
相同 ， 本 质 上 ， 我 们 都 是 在 用 一 个 数 有 多 少 个 十 进 制 位 来 度量 这 个 数 的 
大 小 。 所 以 这 一 选择 可 以 是 随意 的 ， 不 过 对 我 来 说 ， 随 意 则 意味 着 于 
陋 。 


另 一 方面 ， 选 择 妃 外 一 个 不 同 的 确 数 会 更 好 吗 ?” 如果 我 们 设计 一 个 以 2 
为 底数 的 对 数 ， 会 怎么 样 呢 ?这 样 的 话 ， 每 个 数 所 对 应 的 指数 就 是 将 它 
表示 为 2 的 暴 时 所 用 到 的 蜗 ; 这 样 的 对 数 同 样 可 以 将 乘法 转换 为 加 法 ， 

所 有 的 一 切 也 都 会 正常 工作 。 同 时 ， 我 们 也 可 以 制作 出 以 2 为 底数 的 对 
数 表 ， 而 且 不 会 有 任何 问题 。 所 以 底数 可 以 完全 与 10 无 天 。 如 果 我 们 仅 
仅 是 想 将 加 乘法 转换 为 加 法 ， 那 么 没有 哪个 底数 会 比 其 他 的 底数 差 。 

(当然 1 除外 ， 因 为 1 不 能 够 作为 底数 。 顺 便 说 一 句 ， 习 惯 上 ， 我 们 用 符 
号 Jogu 7 来 表示 x 的 以 a 为 底数 的 对 数 。 特 别 地 ， 纳 反 尔 的 对 数 L(x) 通 常 


loe-. es = 这 


则 写作 logio7。 举 几 个 例子 ， 我 们 有 logz8 = 3， "25 。) 


表达 这 些 思想 最 简单 的 《同时 也 是 最 抽象 的 ) 方法 ， 就 是 称 任何 能 够 将 
人 也 就是 说 ， 对 于 所 有 的 正 数 x 和 y， 任 何 
满 














log(Zzy) = log(Z) + log(y) 


这 一 性 质 的 (连续 〉 函数 都 可 以 称 之 为 对 数 函 数 〈 这 里 我 用 了 通用 的 符 
号 log 来 表示 所 有 这 样 的 过 程 》。 因 此 ， 纳 皮尔 的 函数 L、 以 2 为 底数 的 
对 数 1082 以 及 双 曲 线 面积 函数 A， 从 抽象 的 意义 上 说 都 是 对 数 函 数 。 

给 定 任意 一 个 这 样 的 函数 log， 我 们 称 其 逆 过 程 为 egp《〈 指 数 函 数 的 纵 
写 ) 。 所 以 我 们 有 


log (exp(7)) = eXp (log\ )) 一 学 


成 立 ， 因 为 这 正 是 逆 过 程 的 含义 。 特 别 地 ， 如 果 log 表示 的 是 纳 皮 尔 对 
数 ， 那 么 exp 就 是 以 10 为 底数 的 寡 ， 即 exp(z) = 10 。 一 般 来 说 ， 指 数 函 
数 exp 都 有 下 面 这 样 的 性 质 : 


exp(T 十 V) = exp(T) :exp(Yy). 


为 什么 指数 函数 exp 必 然 有 这 样 的 性 质 ? 
证 明 对 于 以 任意 数 为 底 的 对 数 ， 我 们 都 有 以 下 两 式 成 立 : 
log(1) = 0. logl 1/7) = — log(Zz). 


下 面 我 们 来 看 一 个 特别 聪明 、 床 亮 的 想法 。 根 据 对 数 函 数 的 性 质 ， 我 们 
可 以 推导 出 下 陈 : 


fr TT Dis 
loglT ) = 二 mlogrT， 其 中 m= 1,2,3,... 


你 明日 为 什么 吗 ? 对 等 式 两 边 同 时 求 曼 ， 我 们 就 得 到 了 等 式 

I” 二 explmlog7)。 对 于 任意 的 正 整 数 m， 这 都 是 有 意义 的 。 然 而 ， 等 式 
的 右边 实际 上 对 于 任意 数值 m 都 是 有 意义 的 ， 无 论 m 是 有 理 数 还 是 无 理 
数 。 因 此 ， 有 了 对 数 ， 我 们 惑 可 以 给 出 任意 正 数 a 的 b 次 央 的 定义 : 





ab = exp(plogaw). 


人 


根据 前 面 的 定义 ， 请 证 明 ai+c 二 .as，(ab) 二 a 六 以 及 |( db)c = a 成 


Mo 


因此 ， 给 定 任意 的 对 数 〈 或 者 对 数 /指数 组 ， 我 更 喜欢 这 样 认 为 ) ， 我 
们 就 能 够 得 出 相应 的 ab 的 定义 。 幸 运 的 是 ， 正 如 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 
结果 表明 ab 的 取 值 与 我 们 所 选择 的 对 数 无 关 。 


这 里 ， 我 们 需要 注意 的 是 循环 推理 的 问题 。 回 想 一 下 ， 关 于 纳 皮 尔 对 

数 ， 我 们 的 问题 是 ， 我 们 并 不 太 清 楚 10" 应 该 是 什么 意思 《至 少 当 x 古 无 
理 数 时 ) 。 既 然 现在 我 们 已 经 成 功 地 对 ab 进行 了 定义 ， 看 起 来 对 数 的 问 
题 好 像 解决 了 。 不 过 这 里 的 问题 是 ， 我 们 所 给 出 的 @ 的 定义 是 建立 在 对 
数 已 经 有 了 明确 的 定义 这 一 基础 之 上 的 。 因 此 ， 我 们 不 能 够 转身 再 用 qe 
的 定义 去 定义 对 数 。 从 表面 上 看 ， 和 情况 好 像 很 粮 料 ,我 们 需要 先 有 指数 
的 定义 ， 然 后 才能 利用 指数 去 定义 对 数 : 反之 亦 然 。 


不 过 别 急 ， 不 要 扎 了 双 曲 线 面 积 的 函数 也 是 对 数 函 数 ! 而 且 笠 运 的 是 ， 
它 并 不 需要 以 指数 函数 的 概念 为 基础 ， 它 只 是 倒数 函数 曲线 与 坐标 横 轴 








所 夹 区 域 的 面积 。 这 说 明 ， 我 们 可 以 将 整个 指数 函数 与 对 数 函 数 的 概念 
建立 在 积分 的 基础 上 。 


因此 ， 我 们 的 思路 是 这 样 的 : 我 们 将 正 数 x 的 目 然 对 数 一 表 水 逸 地 定义 
为 面积 A(x )， 也 就 是 1 到 x 这 个 区 间 内 倒数 函数 曲线 与 坐标 横 轴 所 夹 区 域 
的 面积 。 由 于 数学 家 用 的 总 是 这 个 特定 的 对 数 〈 很 快 我 们 将 会 看 到 为 什 
么 ) ， 因 此 我 们 将 这 个 对 数 简单 地 写 为 logx。〔 实 际 上 ， 对 于 不 同 的 
人 ， 约 定 的 写法 是 存在 一 些 差异 的 。 一 些 人 ， 包 括 科学 家 、 工 程 师 和 计 
算 需 制造 而， 喜欢 用 这 个 符号 表示 纳 诺尔 的 以 10 为 底数 的 对 数 。 万 外 一 
些 人 ， 主 要 是 计算 机 科学 家 ， 则 喜欢 用 它 来 表示 以 2 为 底数 的 对 数 ， 同 
时 他 们 给 目 然 对 数 取 了 一 个 倒 骨 口 的 名 字 ， 即 In。) 


既然 已 经 给 出 了 自然 对 数 的 明确 定义 ， 我 们 同样 可 以 将 自然 指数 定义 为 
相应 的 指数 函数 ， 并 简单 地 用 exp 来 表示 它 。 因 此 ，exp(3) 表 示 的 是 满 
足 A(w) =3 的 数 w。 这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 将 ab 定义 为 esptplog wj， 而 且 
这 里 不 会 有 任何 循环 推理 。 有 了 这 样 的 定义 ，2r 束 可 以 看 成 是 这 样 一 个 
NT 间 内 的 双 曲 线 面积 等 于 1 到 2 这 一 区 间 内 双 曲 线 面 
商 的 T 倍 。 

虽然 这 些 想 法 刚 开 始 看 起 来 可 能 有 些 奇怪 ， 不 过 关键 的 是 ， 这 样 我 们 就 
有 了 求 需 运算 〈 指 数 函 数 ) 的 准确 定义 ， 而 且 这 一 定义 满足 所 有 我 们 想 
要 的 性 质 。 


特别 地 ， 既 然 我 们 已 经 明确 地 知道 了 qt 表示 什么 意思 ， 那 么 给 出 以 a 为 
底数 的 数 x 的 对 数 的 定义 也 就 不 难 了 ， 即 


log zx 























log, bY ee , 
Og a 


你 能 够 推导 出 这 个 优美 的 对 数 公式 吗 ? 


作为 一 种 特殊 的 例子 ， 我 们 可 以 看 到 一 个 数 的 纳 皮 尔 对 数 就 等 于 这 个 数 
的 自然 对 数 除 以 一 个 特定 的 常数 ， 也 就 是 log 10 x 2.3。 因 此 ， 纳 皮尔 对 
数 〈 实 际 上 是 任何 对 数 ) 只 是 目 然 对 数 的 常数 倍 。 换 句 话 说 ， 所 有 的 对 
数 函 数 彼此 之 间 痢 是 成 比例 的 。 这 就 是 为 什么 我 们 只 需要 有 一 种 对 数 ， 
因为 所 有 的 对 数 本 质 上 古都 是 一 样 的。 


里 然 本 质 上 是 一 样 的 ， 不 过 它们 还 是 有 所 不 同 ， 比 如 自然 对 数 就 要 比 其 











他 的 对 数 更 好 ， 其 原因 是 ， 自 然 对 数 的 积分 最 人 简单。 事实 上 ， 根 据 前 面 
自然 对 数 的 定义 ， 我 们 有 
ar 


dllog 7) = 一 一 
这 惑 说 明 ， 任 何 一 个 对 数 ， 由 于 本 映 融 是 logx 的 常数 倍 ， 所 以 它 的 微分 
也 必然 是 dx/x 的 某 个 常数 倍 。 比 如 说 ， 纳 皮尔 对 数 的 微分 
1] dr 
log10 z | 
但 有 谁 会 希望 到 处 都 出 现 Ilog 10 这 样 难 看 的 常数 呢 ? 既然 所 有 的 对 数 
人 
妆 [H 电 ? 
男 一 种 思考 方法 则 是 看 一 看 不 同 对 数 函 数 的 图 像 ， 如 下 图 所 示 三 种 不 同 
底数 的 对 数 函 数 : 
y y= log x 
y=logx 





dllogio 7) = 


入 二 log 3 


由 于 相互 之 间 成 比例 ， 所 以 这 些 曲 线 的 性 质 基 本 上 相同 (特别 是 ， 对 数 
函数 的 曲线 以 增长 极其 缓慢 而 著名 ) 。 不 过 需要 注意 的 是 ， 这 些 曲 线 

在 x=1 这 点 处 的 切线 差别 特别 大 ， 有 接近 水 平方 向 的 ， 也 有 近乎 垂直 方 
问 的 。 自 然 对 数 在 这 一 点 的 斜率 则 刚好 处 于 这 两 个 极端 之 间 ， 与 坐标 横 
轴 和 坐标 纵 轴 都 成 45 度 角 。 


所 以 在 所 有 对 数 中 ， 上 自然 对 数 最 简单 。 由 此 ， 它 也 成 为 数学 家 经 常 使 用 
的 唯一 对 数 。 而 且 它 的 名 字 也 可 以 说 是 名 副 其 实 ， 因 为 它 在 我 们 试 着 度 
量 圆 锥 曲线 时 目 然 地 出 现 了 ， 与 其 他 我 们 主观 选 定 的 底数 不 同 。 不 过 ， 
这 样 也 产生 了 一 个 很 有 意思 的 问题 ， 那 就 是 自然 对 数 的 底数 是 多 少 呢 ? 














由 于 目 然 对 数 的 底数 就 等 于 其 目 然 对 数 等 于 1 的 那个 数 ， 因 此 ， 我 们 的 
问题 是 ， 从 1 到 哪个 数 的 区 间 内 ， 倒 数 函 数 的 曲线 与 坐标 横 轴 所 夹 区 域 
的 面积 刚好 等 于 1 单位 的 面积 。 
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这 个 值 ， 我 们 通常 用 字母 e( 取 上 自 exponential〉 来 表示 ， 是 所 有 底数 中 最 
具 美 感 的 一 个 。 那 么 这 个 数 的 值 是 多 少 呢 ?原来 ex2.71828， 我 想 ， 即 

使 告诉 你 它 是 一 个 超越 数 ， 你 也 应 该 不 会 太 吃 惊 。 (事实 上 ， 在 所 有 自 
然 产 生 的 数学 常量 中 ，e 是 第 一 个 被 证 明 为 超越 数 的 ， 该 证 明 由 埃 尔 米 
特 于 1873 年 给 出 。) 


这 说 明 ， 与 前 面 处理 三 角 函 数 和 r 时 一 样 ， 这 里 我 们 同样 需要 扩展 我 们 
所 使 用 的 语言 ， 使 它 包 括 log、exp 和 e。 每 次 我 们 遇 到 一 个 特别 有 意思 的 
数 ， 结 果 都 发 现 我 们 无 法 用 现 有 的 语言 来 表达 它 ， 难 道 这 不 是 很 有 趣 
吗 ? 或 许 ， 像 e 和 T 这 样 的 数 实 在 是 太 漂 亮 了 ， 以 至 于 分 数 或 者 代数 方程 
这 样 平 几 的 事物 过 到 它们 根本 起 不 了 人 作用。 比方 说 ， 假 设 e 是 有 理 数 ， 
什么 样 的 分 子 和 分 母 才能 够 算是 足够 准确 昵 ? 总 之 ， 我 们 别 无 选择 ， 只 
能 够 给 它们 取 一 个 名 字 ， 然 后 将 它们 纳入 我 们 的 词汇 。 特别 地 ， 一 般 
都 将 log 和 exp 归 为 初等 疯 数 。) 


下 面 ， 我 们 回 过 头 来 想 一 想 ， 看 看 到 底 发 生 了 什么 。 最 开始 我 们 遇 到 的 
问题 是 : dx/x 的 积分 是 什么 ? 那么 我 们 解决 这 个 问题 了 吗 ? 从 某 种 意义 
上 说 ， 我 们 作 兹 了 ， 因 为 我 们 只 是 将 它 命名 为 logx。 类 似 地 ， 前 面 我 
们 也 只 是 将 圆周 和 直径 的 比 命名 为 r， 然 后 就 走 开 了 。) 这 算 什么 样 
的 “解答 ? 呢 ? 难道 数学 家 的 职 贡 就 是 提供 一 些 名 称 和 缩写 吗 ? 


人 不， 其 实 并 不 是 这 样 。 词 语 与 符号 是 无 天 的 ， 重 要 的 是 模式 以 及 我 们 对 
模式 的 想法 。 [正如 高 斯 的 那 名 名言 所 说 的 ， 我 们 需要 的 是 概念 




















Cnotions) ， 而 不 是 符号 (notations) 。] 也 许 从 用 代数 的 方式 来 表 
示 dx/x 的 积分 这 个 意义 上 说 ， 我 们 并 没有 解决 这 个 问题 〈 现 在 我 们 知道 
了 这 是 不 可 能 的 ) ; 不 过 我 们 发 现 ， 无 论 这 个 积分 是 什么 〈 称 它 为 logx 
也 未 尝 不 可 ) ; 它 都 具有 log(ab) = logla) + log! 四 这 一 令 人 惊讶 、 优美 的 
性 质 。 如 果 名 称 和 缩写 能 够 帮助 我 们 理解 模式 ， 那 么 这 样 做 就 是 值得 
的 。 不 然 的 话 ， 它 们 就 会 妨碍 我 们 的 理解 。 因 此 ， 只 有 在 有 必要 时 ， 在 
这 样 做 能 够 帮助 我 们 更 清晰 地 揭示 和 彰显 那些 苦 苗 困扰 我 们 想象 力 的 模 
式 时 ， 我 们 才 应 该 给 某 些 事物 命名 。 


说 到 这 里 ， 我 还 想 同 你 们 展示 另外 一 个 模式 。 前 面 我 们 看 到 了 自然 对 数 
怎样 因为 有 最 简单 的 微分 而 区 别 于 其 他 的 对 数 ， 那 么 自然 指数 函数 是 不 
是 也 应 该 有 类 似 的 性 质 呢 ? 指数 函数 ax 的 微分 又 是 多 少 呢 ? 
下 面 ， 我 们 先 来 看 自然 指数 函数 exp(x ) (当然 ， 如 果 愿 意 ， 你 也 可 以 将 
它 写 成 e) 。 接 下 来 ， 最 简单 的 方法 就 是 给 这 个 表达 式 取 一 个 名 字 ， 比 
如 说 y。 这 样 一 来 ， 我 们 有 y = exp(x )。 对 等 式 两 边 进行 微分 ， 我 们 得 
到 dx = dy/y， 这 说 明 dy = y dx。 换 句 话说 ， 即 

d exp(7T) = exp{(z)drz. 


或 者 ， 如 果 你 豆 欢 ， 你 也 可 以 将 这 个 等 式 表 示 为 


dle™) = eTdrz. 


























多 么 美妙 的 发 现 啊 ! 自然 指数 函数 的 导数 原来 束 是 它 本 号 。 从 几何 上 
这 说 明 y =。 的 图 像 在 任意 一 点 的 斜率 总 是 会 等 于 它 在 这 一 点 的 高 


请 证 明 ， 一 般 来 说 ， 对 任意 底数 a， 我 们 总 有 da 1 =” log aadz 成 立 。 


因此 ， 自 然 指 数 函 数 是 唯一 的 其 导数 等 于 本 里 的 指数 函数 ， 这 与 其 他 的 
指数 函数 不 同 ， 它 们 的 导数 都 等 于 本 里 乘 以 一 个 比较 难看 的 第 数 。 


与 其 他 的 指数 函数 相 比 ， 自 然 指 数 函 数 y =。 的 图 像 在 x = 0 这 一 点 处 的 
切线 有 什么 特别 之 处 吗 ? 


最 后 ， 让 我 们 对 微分 运算 收 一 下 尾 ， 现 在 我 们 可 以 将 dz ) 的 公式 扩展 
到 任意 指数 m， 即 


d(z™) 一 df(exp(7m log 1)) 
= exp (m log 7) dlm log z) 


oR dr 


I 
1 
=mzr ‘dr. 


特别 地 ， 这 说 明 m 取 任 何 值 时 ， 我 们 部 有 


" .7 十 1 
| md Se 
> mn 十 1 
当然 除了 m = -1 时 ， 因 为 此 时 等 式 的 右边 没有 意义 。 在 后 一 种 情况 下 ， 
尽管 可 能 看 起 来 很 奇怪 ， 因 为 此 时 这 一 规律 不 再 成 立 ， 但 我 们 却 从 中 得 
到 了 自然 对 数 。 
证 明 对 任意 两 个 变量 x 和 y， 我 们 都 有 dltzy) = yzY dz + 并 logzdy 成 立 。 


证 明 当 n 趋向 于 无 穷 大 时 ，(1+1/n) 趋向 于 e。 














log Tdz 


你 能 驶 来 由 | 吗 ? 
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数学 现实 真是 一 个 让 人 狂热 、 令 人 慰 奇 的 地 方 ， 其 中 充满 了 无 穷 的 神秘 
和 美丽 。 我 想 告诉 你 的 远 远 不 止 这 些 ， 因 为 这 里 有 太 多 太 多 使 人 愉悦 、 
出 人 意料 《同时 也 有 些 可 怕 ) 的 发 现 等 竺 独 我 们 去 探索 。 虽 然 如 此 ， 我 
还 是 觉得 是 时 候 应 该 放下 手中 的 笔 了 。 【也许 你 早 就 有 这 种 感觉 
sy 


不 过 ， 这 并 不 是 六 我 们 已 经 对 数学 有 了 多 少 了 解 ， 可 以 登 利 入 室 了 。 数 
学 就 像 是 一 个 广 秦 的 、 不 断 生长 的 丛林， 而 我 们 一 直 在 讨论 的 度量 充 其 
量 只 不 过 是 其 中 诸多 河流 中 的 一 条 《虽然 可 以 说 是 其 中 主要 的 河流 ) 。 
然而 ， 我 的 目标 并 不 是 要 面面俱到 地 介绍 数学 的 全 部 内 容 ， 而 只 是 想 挂 
一 漏 万 地 举例 说 明 《 同 时 我 也 希望 这 些 例子 都 很 有 趣 ) 。 我 想 我 真正 想 
做 的 ， 是 让 你 感受 一 下 数学 家 都 在 做 什么 ， 以 及 他 们 为 什么 要 这 样 做 。 


我 特别 想 向 你 传递 这 样 的 观念 ， 即 数学 是 一 种 典型 的 人 类 智力 活动 。 无 
论 我 们 的 大 脑 是 多 么 奇特 的 生物 化 学 进化 的 结果 ， 有 一 点 可 以 肯定 ， 那 
就 是 我 们 热爱 模式 。 而 数学 则 是 语言 、 模 式 、 好 奇 和 快乐 交汇 的 地 方 ， 
我 一 直 都 在 享受 它 所 带 给 我 的 免费 的 娱乐 。 


在 结束 本 书 前 ， 我 感觉 还 有 一 个 小 的 问题 ， 我 需要 交代 几 句 ， 那 就 是 现 
实 世 界 。 为 什么 在 这 本 书 中 我 们 几乎 就 没有 讨论 现实 世界 呢 ? 几何 学 与 
数学 分 析 在 物理 、 工 程 和 建筑 领域 美妙 的 应 用 是 怎么 回 事 呢 ? 还 有 天 体 
的 运动 又 是 怎样 的 呢 ? 当 我 对 目 己 身 在 其 中 的 物理 现实 抱 厦 这 样 一 种 不 
届 一 顾 的 态度 ， 我 又 怎么 能 够 声称 自己 写 了 一 本 关于 度量 的 书 呢 ? 


关于 这 些 问 题 ， 我 想 说 的 是 ， 首 先 ， 我 只 是 我 自己 ,我 写 的 内 容 肯 定 都 
古 我 日 己 感 兴趣 的 ， 也 就 是 数学 现实 的 本 质 。 我 想 ， 作 为 个 人 ， 我 能 做 
的 也 只 有 这 些 。 其 次 ， 目 前 关于 物理 现实 的 书 似乎 并 不 缺少 ， 不 仅 不 缺 
少 ， 反 而 到 处 都 是 ， 而 且 其 中 有 不 少 还 相当 不 错 。 坦 率 地 说 ， 我 之 所 以 
党 得 需要 与 一 本 关于 数学 的 书 ， 是 因为 这 样 的 书 并 不 是 很 多 ， 特 别 是 那 
些 坦 城 的 、 个 人 化 的 书 ， 那 些 字里行间 充 注 了 作者 思考 的 真正 的 书 。 此 
外 ， 我 之 所 以 不 愿意 讨论 数学 在 科学 方面 的 应 用 《无 论 怎么 看 这 些 应 用 
都 可 以 说 是 显而易见 的 ) ， 是 因为 我 一 直 都 认为 数学 真正 的 价值 并 不 在 
于 它 的 功用 ， 而 在 于 它 能 带 给 我 们 快乐 。 























然而 ， 这 并 不 等 于 说 物理 的 现实 世界 了 无 生 趣 。 请 不 要 误解 我 ， 我 很 高 
兴 上 自己 能 够 生 在 这 个 世界 上 ， 这 里 有 鸟 ， 有 树 ， 有 爱情 ， 还 有 巧克力 。 
对 于 物理 现实 ， 我 没有 什么 要 抱 候 的 ， 只 是 抽象 的 模式 在 智力 和 审美 方 
面 更 能 够 吸引 我 。 也 许 最 根本 的 原因 还 在 于 ， 对 于 物理 现实 ， 我 并 没有 
大 多 想 说 的 。 之 所 以 会 这 样 ， 可 能 部 分 是 由 于 我 全 身心 地 竺 在 物理 现实 
的 时 间 并 不 长 。 或 许 ， 这 本 书 最 主要 的 目的 ， 是 想 让 你 看 一 看 过 一 种 数 
学 生活 会 是 什么 样子 ， 也 惑 是 一 个 人 将 大 部 分 的 精力 都 用 在 思考 想象 的 
数学 现实 上 。 无 论 如 何 ， 我 知道 我 的 从 性 就 与 物理 现实 相隔 离 ， 这 是 因 
为 我 的 头脑 是 与 物理 现实 隔离 的 ， 它 所 做 的 仅仅 是 接收 《很 有 可 能 是 虚 
弥 的 ) 感官 的 输入 而 已 ， 但 我 知道 数学 现实 一 直 在 陪伴 着 我 。 


因此 ， 我 写 了 这 本 书 。 我 们 一 直 在 讨论 的 数学 现实 ， 虽 然 可 能 给 你 的 感 
觉 是 它 就 在 某 个 我 们 并 不 确切 知道 的 “那儿 ”， 不 过 我 并 不 硕 望 你 在 进入 
这 个 世界 时 胆 愤 ， 好 像 它 位 于 茶 个 保密 的 政府 部 门 中 ， 其 中 工作 的 都 是 
号 穿 实验 室 大 衬 的 专家 。 数 学 现实 并 不 是 “他 们 的 "， 而 是 你 们 的 。 无 论 
你 是 人 否 喜欢 ， 在 你 的 头脑 中 都 有 一 个 这 样 的 虚拟 世界 。 你 可 以 对 它 视 而 
不 见 ， 也 可 以 问 有 关 它 的 问题 ， 但 不 可 否认 的 是 ， 它 是 你 非 第 重要 的 一 
部 分 。 数 学 之 所 以 如 此 引 人 注 目 ， 其 中 一 个 原因 惑 是， 我 们 正在 探索 的 
是 关于 我 们 自身 以 及 我 们 的 心 乔 的 行为 方式 的 问题 。 


让 我 们 持续 不 断 地 探索 吧 ! 你 是 否 有 经 验 ， 这 并 不 重要 ; 无论 你 是 一 个 
局 手 还 是 一 个 新 手 ， 探 索 的 感觉 都 是 一 样 的 。 你 正在 从 林 中 跌 涉 ， 沿 大 
一 条 条 的 河 在 走 ， 这 一 旅程 并 没有 尽 尖 ， 你 唯一 的 目标 束 是 尽情 地 探索 
并 至 受 其 中 的 乐趣 。 希 望 你 襄 欢 ! 


























致谢 


首先 ， 我 想 对 本 书 的 编辑 迈克 尔 : 费 硕 尔 先生 表示 诚挚 的 感谢 ! 正 是 他 
人 
$ 三 上 


如 果 本 书 在 悦目 及 易 读 方面 有 一 些 可 取 之 处 ， 则 全 部 要 归功 于 带 姆 :天 
斯 先生 、 彼 得 .起 尔 姆 先生 与 衣 特 ' 米 勒 女 士 的 非凡 才能 和 专业 知识 。 经 
由 他 们 处 理 本 书 的 设计 、 排 版 与 编辑 工作 ， 我 感到 非常 荣 羊 。 


同时 ， 我 也 要 感谢 劳 伦 : 埃 斯 代 尔 、 唐 娜 : 布 维尔 、 大 卫 : 福 斯 以 及 他 们 所 
> 


我 还 要 感谢 我 所 有 的 学 生 、 同 事 、 朋 友和 家 人 ， 他 们 页 献 了 很 多 精彩 的 
习题 ， 也 提出 了 很 好 的 建议 和 有 益 的 批评 。 


最 后 ， 我 想 特 别 感谢 我 多 年 的 要 友基 思 : 戈 德 法 布 先生 ， 他 对 本 书 提出 
了 军 贯 的 建议 ， 并 给 予 了 我 热情 的 或 励 。 早 在 我 们 还 是 十 六 岁 的 时 候 ， 
他 就 建议 我 应 该 在 茶 一 天 坐 下 来 ， 好 好 地 写 一 本 真正 地 揭示 数学 本 质 的 
数学 书 。 我 希望 这 本 书 值 得 他 这 么 长 时 间 的 等 符 。 





看 完了 


如 采 您 对 本 书 内 容 有 疑问 ， 可 发 邮件 至 contact@turingbook.com， 会 有 编 
辑 或 作 译 者 协助 答疑 。 也 可 访问 图 灵 社 区 ， 参 与 本 书 讨论 。 


如 果 是 有 关 电 子 书 的 建议 或 问题 ， 请 联系 专用 客服 邮箱 : 


ebookturingbook.com。 
在 这 里 可 以 找到 我 们 : 


微 博 @ 图 灵 教 育 : 好 书 、 活 动 每 日 播报 

微 博 @ 图 灵 社 区 : 电子 书 和 好 文章 的 消息 

微 博 @ 图 灵 新 知 : 图 灵 教 育 的 科普 小 组 

微 信 图 灵 访 谈 : ituring_interview， 讲 述 码 农 精 彩 人 生 
微 信 图 灵 教 育 : turingbooks 
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